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侍号 語 数B=pα ，2pα ，4pα
符号語数B=2γ の場合
符 号 語 数B=pq,2pqの 場 合
符 号 語 数B=pαq,2pαqの 場 合
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第1章 緒 論
1.1本 研 究 の背 景 と目的
最近 の デ ィジ タル デ ー タ通 信 シ ステ ム に お いて は,通 信量 の 増大 と通 信 速度 の
向 上 が著 し く,そ れ らの 通信 内容 や通信 方 式 は ます ます多 様 化 の一 途 を た どって
い る.こ の ため,こ れ らの端 末 に電 子計 算機 や そ れ に匹敵 す る複 雑 なデ ィジ タル
デ ー タ処 理 装 置 が導 入 さ れて い る.ま た,電 子 計算 機 シ ステ ム にお いて は,稼 働
効率 の 向上,ハ ー ドウ ェアや ソフ トウ ェ ア等 の資 源 の有 効 利用 の ため の 計算 機 ネ
ッ トワー ク化 が盛 ん に行 わ れ て い る.将 来.こ の よ うな 傾 向 は更 に高 ま り,十 分
な信頼 性 を確保 す る と共 に,デ ー タ伝送 お よび 演 算 な どのデ ー タ処 理装 置 の 高速
化 と高能 率化 が一 層厳 し く要 求 され る.こ れ らの要 求 を満 たす ことが で き る方 法
の一 つ と して,シ ス テム の多 値化 が考 え られ る.多 値 論 理 回路 に関 す る研 究 も盛
ん に行 わ れ て い るが.実 用化 に耐 え う る安定 な多値 論 理素 子 の 開発 が遅 れ て い る
現在 、2値 素 子 に よる多値 論 理基 本 回路 の構 成 方式 が 採 られ て い る[25][28].新
素 子 の 開発 や 集積 化 技術 な どの ハー ドウ ェアの 進歩 に伴 い,多 値 シス テム実 現 の
可能 性 は 高 い.
多 値デ ィジ タル シ ス デム にお け る信 頼 性 の要求 に対 して は.算 術AN符 号が考
え られ る.算 術AN符 号 は,演 算実 行 途 中 に生 じる誤 りも伝送 途 中 に生 じる誤 り
と同様 に して検 出訂 正 が 可能 な 符号 で あ り.J.図.Diamond[9]やD.T.Brown[3]によ
り,提 案 さ れ て以来,数 多 く研究 され,2進 の場 合 に お いて は相 当 の成果 が 報告
され て い る[12][36][39].これ らを拡張 した非2進 算術AN符 号 に つ いて は.T.
R.N.RaoとA.K.Trehan[37].その他 の研 究[10][12][30]もあ るが.本 論 文 は3進 表
現独 特 の対 称3進 算術AN符 号 を提案 す る もの で あ る.
3進 数 の 各 け たの数 字 に{0,1.2}を用 い る表 現 と{-1,0,1}を用 い る表 現 が あ
る.前 者 は通常 の3進 表 現 で あ り,後 者 は特 に対 称3進 表現 あ る いはST表現[29]
と呼 ば れ て い る.対 称3進 表 現 は,正 負 両数 を統 一 的 に処理 す るの に適 した数表
現 で あ り,算 術演 算処 理 を簡 明 で能 率 的 な もの にす る3進 独特 の もの で あ る[26].
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この よ うな特長 を生 か した種 々の3値 デ ィジ タル システ ムが す で に開発 され て い
る[8][19][27][42].しか しな が ら,こ の よ うな対 称3進 表 現 に基 づ く3値 デ ィジ
タル シス テム の信 頼性 を向上 さ せ るため の3進 算 術AN符 号 に関 す る研 究 は これ
までな され な か った よ うで ある.
算 術AN符 号 は整 数Nに一定 の整 数Aを乗 算 したものANの集 合 と して定 義 され る.
符 号化 す べ き整数Nは情 報整 数,定 数Aは生 成数 とい う.こ の よ うな符 号 は線形 な
符 号 で あ り,一 般 には非 組織 的 な非分 離型 符 号 で あ る.先 のDiamondやBrounは,
電子 計 算機 の演 算 装置 にお け る基 本演 算 で あ る加 減算 の 誤 り検 出,訂 正 を 目 的 と
して,こ の符 号 を提 案 し.具 体 的 な2進 符 号 の例 を挙 げ て い る.以 後,算 術AN
符 号 は,応 用的 あ るい は理論 的 見地 か ら研究 され.1960年 代 よ り急 速 に発展
して きた.こ れ は,以 下 の理 由 に よ るもの と考 え られ る.
(1)算術 演算 装 置 や記憶 装 置 お よびデ ィジ タルデ ー タ伝 送路 で生 じる誤 りの検
出訂 正 に有効 で あ る[36].
(2)符号 化,復 号 に伴 う処理 が 算術 的 で あ って.こ れ らの処 理 を実 行 す る炬め
の特 別 な装 置 を必 要 と しな い[7].
(3)代数 的線 形 符号 に対 照 され る類 似 の性 質 や構 造 を もち,こ れ らと並 行 した
理 論 展 開 がで きる[4][13][24].
(4)整数論[43]で得 られて い る結 果 を符号 の 具体 的 な構 成.誤 り訂 正能 力 の算
定 に利用 で き る.
W.W.Pe七erson[36]やD調andelbau朔[23]によ り提 案 され た巡 回算 術AN符 号 は ,
法2n-1=ABに関 す る整 数 の剰余 環 にお け るAの倍 数 か らな る イデ ィア ール で あ って .
巡 回 け た移 動 の操 作 の も とに閉 じて お り,加 算 の み な らず電 子 計算 機 の演 算 装 置
で実 行 さ れ るその 他 の演 算 に おけ る誤 りに対 して も有 効 で あ る.さ らに ,T.R.N.
綻aoと0.N.Garcia[38]は.整数 の 法2"-1=ABに関 す る剰 余環 上 で の距離 測 度 を導入
して.負 数 の表 現 に伴 う補 数 処理 にも有効 で あ るこ とを示 した .さ らに,半 導体
集 積 化技 術 の進 歩 に伴 って.P.G.NeumannとRao[30]は.バイ ト単位 の集 積 回 路 で
構 成 され る演 算装 置 の 高信頼 化 を 目的 と した2・進 符 号 を提 案 した .こ の ような巡
回算 術AN符 号 に関 す る研究 は電 子 計算 機 の演 算 装 置 への 応用 に大 き く貢 献 す る
もので あ る.ま た.主 と して(3)の理 由か ら代 数 的 巡 回符 号 と対 照 され る種 々の符
号 や復号 方 法 な どが研 究 さ れて い る[5][7][11][18][43].
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非2進 算 術AN符 号 へ の拡 張 は,上 のNeumannらの 研究 以外 は,(3)の理 由 か ら
な され た もので あ る[10][12][37].
本研 究 の 目的 は,対 称3進 表 現 に基 づ く算術 演 算装 置.デ ィヅ タル デ ー タ伝送
路 や記 憶装 置,さ らに,こ れ らを含 む3値 デ ィジ タル シス テム の 高信 頼化 に寄 与
す る3進 算 術AN符 号 を提 案 す る こ とで あ る.そ れ ゆ え,本 研究 の 課題 は,
(1)リー距離 の考 え に基 づ く距 離 測度 を導 入 し,
(2)3進算術AN符 号 の 誤 り訂 正能 力 を求 め.
(3)その有効 な復 号方 法 を開発 す る.
こ とにあ る.
1.2概 要
本 論文 は,3進 算 術AN符 号 を提 案 し,そ の基礎 的 な 理論,符 号 の構 成 と誤 り
検 出 訂 正能 力.さ らに,復 号方 法 に つい て述 べ るもの で あ る.
符 号 の提 案 に先 立 って,第2章 で は,こ の符 号 に導 入 さ れ る3進 の算 術 的な 距
離 測 度(算 術重 み と算術 距 離)を 定 義 し,基 本 的 な性 質 を示 す.ま た.従 来 の算
術AN符 号 に導 入 され て い る距 離測 度 との 概念 的 な相 違 につ いて考 察 す る.
第3章 で は,3進 算術AN符 号(ST-AN符 号)を 一 般 的 に定 義 し,そ の 基
礎理 論 を述 べ る.つ づ いて.こ の符 号 の構 成方 法 を示 す.こ の方 法 は.生 成数Aと
必 要 とす る最小 距 離dか ら符号 化 す べ き情 報整 数 の範 囲(符 号 語数)を 与 え るもの
で あ る.こ れ に よ り,誤 り訂 正 能力 の 小 さ い符 号(d≦4)が容 易 に構 成 で き る.こ
の よ うな符号 の 情 報整 数 の範 囲 は広 い.誤 り訂 正能 力 が大 き い符 号(d>4)の構 成 に
は電子 計 算機 を用 い て調査 した.
第4章 で は,3進 巡 回算 術AN符 号(巡 回ST-AN符 号)の 定 義 と基 礎理 論
を述 べ る.ま ず,こ の 符号 の 整数 論 的構 造 とその 性質 を示 す.こ の符 号 は.3n-1
ニABの関 係 を満 た して お り,必 要 とす る符 号語 数Bを与 えて,符 号長n,生 成数 へを
規定 す る ことは容 易 で あ る.こ れ に よ り構 成 され た符 号 の最 小 距離 を求 め る こ と
は重要 な 問題 であ り,こ の一般 的 な 算定 方 法 を示 し,符 号 語数Bが特 定 の条 件 を満
た す符 号 の算 定 公式 を導 出す る.こ れ に つ いて は章 を改 め,第5章 に,一 連の 定
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理群 と して示 す ことに す る.最 後 に,こ の よ うな符 号 の特 徴 を示 す ・これ らの 定
理 の い くつ か に よ り,巡 回ST-AN符 号 が もつ誤 り訂 正 能力 の 事実 上 の 限界 値
が与 え られ る.
第6章 で は,3章 で得 られだ符 号 の うち,巡 回ST-AN符 号 に類 似 の構 造 を
もつ負巡 回ST-AN符 号 につ いて述 べ る.こ れ は3・+1=ABを満 だ す符号 で あ り・
そ の構造 や誤 り訂 正 能力 の議論 に関 して,巡 回ST-AN符 号 で得 られ た結果 の
多 くを利 用 で き る.ま だ,こ の よ うな符 号 は,負 数 の 表現 や 減算 に伴 う補 数処 理
を必 要 とす る2進 表 現 や通常 の3進 表現 を用 い る演 算 に お いて は実 際的 で な いが ・
対称3進 表現 に基 づ く演算 にお いて は応 用 の可 能性 が 高 い と考 え られ る ・
第7章 で は,こ れ まで に提案 され た符 号 の誤 り訂 正 の原 理 とそ れ に墓 つ くい く
つ かの復 号方 法 を提案 す る.巡 回ST-AN符 号 につ いて はエ ラー ・トラ ッ ビン
グ復号 の手 順 を示 す.さ らに,巡 回ST-AN符 号 の あ るもの に つ いて は,代 数
的巡 回符号 の窓 付 きエ ラー ・トラ ッ ピング復号[21]の考 え を応 用 した もの が有 効
で あ る.こ の考 え方 に基 づ く誤 り訂正 の手 順 を提案 す る.ま だ,こ の手 順 が有 用
な巡 回ST-AN符 号 の例 を求 め る.負 巡 回ST-AN符 号 の復 号手 順 は この エ
ラー ・トラ ッ ピ・ング を応 用 で き る.ま た,多 数 決論 理 復号 に つ いて も,こ の復 号
方 法 が適用 可能 な巡 回ST-AN符 号 の クラ ス とその復 号 手順 を示 す.
第8章 では,本 研 究 で得 られ た結 果 の総 括 と今後 の研 究 方針 を示 す.
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前章 で も述 べ た よ うに,算 術AN符 号 は算 術演 算 に お け る誤 りの検 出訂 正 を 目
的 と して 開発 さ れ たも の で あ る.こ の符 号 に導入 され る距離 測 度 は整数 問 の算術
的 な差 に対 して定 義 され る もので,算 術距 離 と よば れ る.と くに原 点0か ら任 意
の 整数Nま で の算 術 距離 はNの 算 術重 み とよば れ る.整 数 の2進 表 現 に関 す る算
術 重 みや算 術 距離 は,D.T.Brown[3]によ り提案 され,2進 算 術AN符 号 に導 入 さ
れ だ.こ の 距 離測 度 は,さ らに,整 数 の非2進 へ 拡張 され[36],非2進算術AN
符号[10][12][37]に採 用 され て き た.本 章 で は,3進 独 特 の対称3進 表 現 に基 づ
く3進 算術 重 み と3進 算術 距離 を定義 す る.
2.2整 数の対称3進 表現と誤りの値




を 意 味 す る.各 係 数aiと し て 数 字1,0,1を用 い る も の を対 称3進 表 現 あ る
い は 簡 単 にST表現 と い い,
N=(an-1…alao)ST(2.2)
で 表 す.こ こ に,1は 一1を 意 味 す る.
整 数 の3進 表 現 と してST表 現 を 用 い る こ と に よ り,正 負 の 整 数 を 対 称 的 に 表 す
こ と が で き る.す な わ ち,任 意 の 整 数Nが 式(2.2)で表 さ れ る な ら,・Nは,
-N=(a n-1.○Oalag)ST





であ り.3n個の整数 が表 され る.ST表現 は任意 の整 数 に対 して一 意 に定 ま るこ と
は 明 らか で ある.
整数 のST表現 の一 部 を表2.1に 例示 す る.同 時 に.式(2.1)の係 数aiとして.
数字0.1。2を用 い るよ く知 られ た3進 表現(以 下.簡 単 に岡3表現 とい う)も 示 す.
3進 算術AN符 号 に お いて用 い られ て きた算術 重 み は,式(2.1)の係 数 に数 字
2.1。0,1,2を用 い る一般 化 され た3進 表現(以 下.簡 単 にGT表現 とい う)を 介 して
定 義 され るもの で,こ れ を附算 術 重 み[15]とい う ことに す る.す なわ ち,整 数N
の肝 算術 重 みW肝(N)は,NのGT表 現 の うち非零 け たの個 数 が最 小 とな るいわ ゆ
る最 小重 み表 現(非隣接 表現 あ るい はNへF)[36]にお け る非 零 け たの 個数 で与 え られ
るもの で あ る.
整 数NのST表 現 の3iのけ たに誤 りが生 じて別 の整数Mに 変 化 した とす る.こ の
とき,そ の差M-Nは.
M-N=bi3i,bi∈{2.1,0,L2}
で表 す こ とがで き る.附 算 術重 みの定 義 に よれ ば,1け た で生 じた誤 りの 値bi=
±1.±2は す べて重 み1の誤 りと して取 り扱 う(図2.1(a)参照).こ れ は代 数 的
符 号 で用 い られ るハ ミング重 み[17]の概念 に基 づ くもの で あ り.誤 りの 値 ±1と±
2の発 生確 率 が相等 しい よ うな回路 方式 が採 られて い る算術 演 算 装置 や 通 信路 に適
して い る.し か し,整 数 のST表現 で使 用 され る数字1.0,1を電 圧 や電 流 の3レ ベ
ル で表 す よ うな多 レベ ル信号 方式 の場 合.誤 りの 値 ±2の発 生 確率 は誤 りの値 ±1
の それ よ りも著 し く小 さい と考 え られ る.こ の ため,誤 りの値 ±2は±1よ り大 き
い重み を持 たせ るほ うが よ り合理 的 で あ る・以 上 の ことか ら,図2.1(b)に示 す
ように誤 りの 値 ±2をそ のST表現11/11なる2け たに及 ぶ 誤 りと して取 り扱 う こ と
に す る.こ れ は.非2値 の代数 的 符号 で導 入 され て い る リー重 み[22]が1けた に
お け る誤 りの大 きさ まで考 慮 す る とい う点 で,こ の リー重 み の概 念 を算 術 重 み へ
拡 張 したもの と考 え られ る.
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2.3算 術重みと算術距離





整数NのST表 現 に お いて.各 け たaiの絶対 値laiIは0ま たは1で あ るか ら
WST(N)はNのST表現 の 非零 け たの 個数 に等 しい.







(証明)不 等 式(2.4)はST算術 重 み の 定 義 に よ り明 らか で あ る.た だ し.
W～T(N)=0と な る の は,N=0の と き に 限 る.式(2.5)はST表現 の 対 称 性 とST算術




性 質2.3を 証 明 す る た め に,N,Mお よ びN+Mを そ れ ぞ れ,N=(a..1…al
a巳)3T.N=(b。.ユ…bユbのsT,N+M=(C.S..1…SユSo)sTと す る.第iけ た に
お け る 加 算ai+bi+CI=C、 ・1siを考 え る.こ こ に.ci.Ci月 は そ れ ぞ れ 第i-1け た
か ら第iけ た.第iけ た か ら 第i+1け た へ の け た 上 げ で あ り.ChCl.1はoま た は ±
1で あ る.-1≦ai+bi+ci≦1の と き.c}.1=0,si=al+b}+ciで あ り,
lCl+11十iSil=lai十bi十CiI≦IaiI十lbii十ICil.




2≦ai+bi+ci≦3の と き,ci.1=1,si=ai+bi+ci-3で あ り ・
lCi+11十ISil=1十Iai十bi十Ci-31
≦2≦}ai十bi十cil≦lail十lbil十lcil.
い ず れ に し て も,不 等 式
lCi+11十ISiI≦lail十lbiI十ICil
が 成 立 す る.す べ て のi(=0,1,…,n-1)に つ い て こ れ ら の 不 等 式 を 加 え 合 わ せ る こ






を 得 る.(証 明 終)
ST表現 の基 数(Radix)は3で奇数 で あ る ことか ら,整 数NのST算 術 重 み とN自
身 の間 に次 の関 係 が成立 す る.
[性質2.4]WST(N)≡N(mod2) (2.7)
(証明)NのST表 現(an-1…ala日)sTの非 零 け たaiに着 目 す る.lail=1
で あ る か ら,ST算 術 重 み の 定 義 に よ り,非 零 け た が 奇 数 個 あ れ ば,N,WST(N)と
も に 奇 数 で あ り,偶 数 個 あ れ ば,N,WST(N)と も に 偶 数 で あ る.(証 明 終)
[性質2.5] WsT(3n+1-K)=WsT(3n+K)=WsT(K)+1,
(K=0,1,●・.,3n,n=1,2,3,.○ ○).(2.8)
(証 明)Kはn+1け た 以 下 のST表 現 で 表 さ れ,K=(a,a,.1…aのSTと す る
と,a,は0ま た は1で あ る.い ず れ の 場 合 も,WsT(3n・1-K)=WsT(K)+1で あ る.
3・+KのST表現 を(b・・1b・…b日)sTと す る と,b9=ao,b1=a1,…,b,.1=a。.1で
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あ る.a.=0の と き,b,=1,b,・1=0.a・=1の と き,b.=1,b.・1=1.そ れ ゆ え,
WST(3・+K)=WST(K)+1であ る.(証 明 終)
こ の 性 質2.5を 用 い て 連 続 す る整 数 のST算術 重 み を 漸 化 的 に 求 め る こ と が で き
る.す な わ ち 。W～T(0)～WsT(3・)が与 え られ て い る と き,式(2.8)に よ り,WsT
(3・+1)～WsT(2×3n)が得 られ.さ ら にWsT(2×3・+1)～WsT(3n+1)が整 数 の 大 き い
ほ う か ら順 次 得 られ る.し た が って,初 期 値 と してW～T(0)=0,W・T(1)=1。W3T
(2)=2.WST(3)=1を与 え れ ば,連 続 す る整 数 のST算術 重 み を 図2.2の よ う に 求
め る こ と が で き る.
[定義2.2]整 数Mか らNま で のST算術 距 離DST(M.N)を
DsT(M,N)=W3T(N-M)(2。9)
とす る.







(証明)性 質2.6,2.7に つ い て は.DsT(M,N)の 定 義 とWs・(N)の 性 質
2.1～2に よ り.容 易 に証 明 す る こ と が で き る.性 質2.8は.W5T(N)に 関 す





を得 る.(証 明 終)
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2.4整 数の3進 表現と算術重み
任意 の整 数NのST算 術 重 みWST(N)は,定義2.1に よ り,NのST表 現 か ら直接
得 られ るもの であ る.本 節 では,ST算術重 み と解 算術 重 み との違 い を よ り明確 に
す るため に,算 術 重 みの概 念(図2.1(b))に 基 づ くST算術 重 み を岡T算術 重 み と




で表 す.NのGT表 現 は一意 で はな いが.各 け たの絶 対値lbilの す べ ての和 が最
小 とな る ような表 現 が存在 す る.こ れ をST最小重 み 表現 とい う こ とにす る.こ れ
は解算 術重 み を求 め る際 に導 入 され る最小 重 み表現 に対応 す るもの で あ る.
[定理2.1]任 意 の整数NのST算 術 重 み はNのST最 小重 み表現 に おけ る各 け
たの絶対 値 の和 に等 しい.
(証明)整 数NのST最 小 重 み表現 の ひ とつ をN=(b..1…blbo)GTで表 す .




で あ り,GT表 現 に お け る 各 け た 絶 対 値 の 和 の 最 小 値 で あ る .NのST最 小 重 み 表 現
の す べ て の け たbi(i=o,1,…,m-1)に対 し て ,
bi=0,1,1のと き,Xi=bi,yiq=O
bi=2,2の と き,Xi=bi/2 ,yi.1=bi/2
と す る.こ れ ら のXi,yi月 を 用 い て ふ た つ の 整 数
N・=(Xm-1…x,x,)ST,
Nり=(ymym-1…yly臼)ST,(yg=0)
を 得 る.こ の と き,
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N=N.十Nり(2.15)
で あ る.NのST最 小 重 み 表 現 に お い て.bi=±2で あ る け た の 個 数 をjと す れ ば,
N..NりのST算術 重 み は そ れ ぞ れ.
WsT(N.)=S(N)-j,WsT(Nり)=j(2.16)
で あ る.式(2.15).(2.16)およ びST算 術 重 み の 性 質2.3に よ り,
S(N)=WsT(N。)十WsT(Nり)≧WsT(N)
が 成 立 す る.S(N)の 定 義 に よ り,S(N)=WST(N)で あ る.(証 明 終)
上の定 理 は,NのST表 現 がNのST最 小重 み表 現 の ひ とつ で あ り,ST表現 それ 自
身 が解算 術 重 み で用 い られ る最 小重 み表 現 に対 応 して い るこ とを示 して い る.す
なわち,整 数Nの 附算 術 重 みが 非零 けた の個数 最 小 とな るGT表現 に基 づ くもの で
あ るの に対 して.ST算術 重 み は各 け たの絶 対値 の 和 が最小 とな る よ うなGT表現 に
基 づ いて い る と考 え る ことが で き る.
2.5モ ジ ュラ重 み とモ ジ ュラ距 離
任 意 の 整 数Nの 法mに 関 す る絶 対 最 小 剰 余 をNmodmで 表 す.ま た,法mに 関
す る絶 対 最 小 完 全 剰 余 系 をZ,。で 表 す.こ こ に 。mが 奇 数 な ら.
Zm={0.±1,±2.・ ◆..±(m-1)/2}
で あ り,mが 偶 数 な ら,
Zm={0,±1.±2,….±(m。2)/2、m/2}
で あ る.こ のZ。 は 法mに 関 して 加 算 と乗 算 の も と に 環 を な す.




整 数NがZ。 に 属 す るな ら.Nの モ ジ ュラST重 み はNのST算 術 重 み に 一 致 す る.
す な わ ち,W岡sτ(N)ニWST(N)で あ る.
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モジ ュラ距 離 の概念 はT.R.N.Rao[38]によ り提案 され た もの で あ るが.こ れ は法
mに関 す る負 で な い最 小完 全剰 余 系で あ る整数 の有 限環 上 での 算術 距 離 を定 義 した
もの で あ る.こ こ に定 義 したモ ジ ュラST距離 は法mに 関す る絶 対 最小 完全 剰 余 系(
整数 の有 限環)の 上 での もので あ る.
以 下 では,mが3n-1と3・+1の 形 で表 され る とき,こ の2種 類 の モ ジ ュ ラST
距 離 につ いて考 え る.こ れ ら2種 類 のモ ジ ュラST距離 は,ST算術 距離 の基 本 的 な
性 質2.6～2.8と 同様 な性 質 をも つ メ トリック関数 で あ る.す な わ ち,法m=3n
±1に関 す る絶対 最小完 全剰 余系Z.上 で定 義 され るモジ ュラST距離 に つ いて 次 の





(証明)不 等 式(2.19)およ び 式(2.20)はST重み の 性 質2.1.2.2お よび モ ジ
ュラST重み.モ ジ ュ ラST距離 の 定 義 に よ り容 易 に 証 明 さ れ る.性 質2 .11を証 明 す
る た め に,Z.に 属 す る任 意 の 整 数M,Nに 対 して.
W阿s丁(M+N)≦W凹sT(M)十WNsT(N)(2 .22)
が 成 立 す る こ と を示 す.m=3n-1の場 合,整 数M,Nは,Z。 の 元 で あ るか ら .こ れ
らの 整 数 のST表現 はnけ た で 表 さ れ る.m=3n+1の場 合 ,nけ た で 表 現 で き な いZ。 の
元 が た だ 一 個 存 在 す るが ・ そ れ は(3・+1)/2=(111…i)STであ る.し た が っ て ,い
ず れ の 場 合 も,算 術 和M+NのST表 現 は .(n+1)けた を 越 え る こ と は な く,
M+N=(c.Sn-1…sls②)ST
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の よ う に 表 せ る.算 術 和M+NがZ.に 属 す る な ら,ST算 術 重 み の 性 質2.3に よ り,
W門ST(M+N)=WST(M十N)
≦WsT(M)+Wsτ(N)=W門sT(M)十W回sT(N)
で あ る.算 術 和M+NがZ.に 属 さ な い な ら,c,=±1で あ る.
(M十N)mod(3n±1)=M十N-c.(3n±1)
=(Sn_1000SlS9)ST手Cn





で あ る.こ の だ め,性 質2.11は こ の モ ジ ュ ラST重み に 関 す る不 等 式 を用 い て,性
質2.8の 場 合 と同 様 に して 証 明 で き る.(証 明 終)
2.6結 言
本章 で は,整 数 の 対称3進 表 現 に基 づ く算術 重 み(ST算術重 み)と 算術 距離(
ST算術 距離)を 定 義 し,そ れ らの 基本 的 な性質 を示 した.さ らに,こ の距 離 測度
の概 念 に基 づ き.正 整数mを法 とす る絶 対最 小完 全 剰余 系 の有 限な 環上 で モジ ュラ
ST重み とモ ジ ュラST距離 を定義 し,と くに,旧 が3n±1の 場合 につ い て,モ ジ ュ






































































































図2.1整 数 のST表現 の1け た に おけ る誤 りの値 と重 み
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本章 で は,対 称3進 表 現 に基 づ く算術AN符 号(ST-AN符 号)の 基 礎理 論
につ いて述 べ る.こ の 符号 に対 して,前 章 で定 義 したST算術 重 み やST算術距 離 が
導入 され る.符 号 の構 成 に お いて,重 要 なパ ラ メー タが定義 され る.こ れ は,最
小距 離 と生 成数 か ら情 報整 数 の 範囲 を与 え るもの であ る.こ のパ ラメ ー タを用 い
て,情 報 整数 の 範 囲 を求 め る方法 を検 討 す る.
3.2ST-AN符 号
算 術AN符 号 は特定 の 正整 数Aの整数 倍ANからな る集 合 で あ り,Nは符 号 語ANに
符号 化 す べ き情 報 整数 であ る.こ の と き,こ の符 号 はAに よって生 成 され る といい,
Aを生 成数 と い う.す べて の符 号語ANがST表現 されて い る とき,こ の符号 をST-
AN符 号 とい う.生 成数Aが基 数3の倍数 で あ れば,す ぺて の符 号語ANの少 な くと
も最 下 位 の けた が0とな り,無 意 味 な冗長 けた を生 じる.こ れ は不都 合 で あ るか ら,
以下 で は,Aは3と 互 いに素,す な わ ち,(A,3)=1とな る ように選 ぶ もの とす る.
Aで生成 され るST-AN符 号 の すべ ての 相異 な る符号 語 間のST算術 距離 の最 小
値d。を この符号 の最 小距 離 とい う.生 成数Aと の積 のST算術 重 みがd未満 とな る最
小 の正 整数 をNST(A,d)で表 す.言 い換 えれば,隅1く 門ST(A,d)を満 炬す どの よ う
な非零 整数Mも,Aと の積 のST算術 重 みWST(AM)がd以上 とな る.
[定理3.1]情 報 整 数Nの 範 囲 を
一 門ST(A・d)<N<岡 ・・(A・d)(3。1)
22
に 限 れ ば,Aで 生 成 さ れ るST-AN符 号 の 最 小 距 離d。はd以 上 で あ る.
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(証明)式(3.1)を満 た す 任 意 の 相 異 な る整 数N1,N2に対 して,不 等 式lN1-N21
<岡ST(A,d)が成 立 す る.し た が っ て,岡s↑(A,d)の定 義 に よ り,
DsT(AN1,AN2)=WsT(AN2-AN1)
=WST(A(N2-N1))≧d
で あ る.(証 明 終)
[定理3.2]生 成数Aが偶 数 で あ って,最 小重 みdが奇 数 な ら,
卜1sT(A,d)=卜1sT(A,d+1)(3.2)
(証明)Aが 偶 数 な ら,ST算 術 重 み の 性 質2.4に よ り,ANお よ びWST(AN)は
共 に 偶 数 で あ る.0<lNl<門ST(A,d)な る範 囲 の 整 数Nに 対 し て,WST(AN)の値
はd未 満 で は な く,さ ら にdで も な い.(証 明 終)
3.3最 小距離と誤 り訂正能力




と す る.符 号 語ANに 算 術 誤 りEが 生 じて 受 信 語V=AN+Eを得 だ と す る.こ の と き,A
Nか らVま で のST算術 距 離 は
DsT(AN,V)=WsT(V-AN)=WsT(E)(3.4)
で 与 え ら れ る ・WST(E)=七の と き,Eをt重 の 算 術 誤 りあ る い は 簡 単 にt重 誤 り と い
う.
[定理3・3]ST-AN符 号 の最小 距離 がd+1以 上 で あれ ば,式(3.3)の範
囲 のd重以 下 の すべ ての 算術 誤 りを検 出 す る ことが で き る.
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(証明)AN1を 任 意 の 符 号 語 と し,Eを 式(3.3)の範 囲 のd重 以 下 の 任 意 の 算 術 誤
り とす る.受 信 語V=AN1+Eがあ る符 号 語AN2に一一致 し た と 仮 定 す る と,
DsT(AN1,AN2)=WsT(AN2-AN1)=WsT(E)≦d
で あ る.こ れ は,こ の 符 号 の 最 小 距 離 がd+1以上 と い う 仮 定 に 反 す る.そ れ ゆ え,
Vは符 号 語 に 一 致 す る こ と は な く,Eは 検 出 可 能 で あ る.(証 明 終)
[定理3.4]ST-AN符 号 の最 小距 離 が2t+1以 上 で あれば,式(3.3)の
範囲 のt重以下 の す べて の算 術誤 りを訂 正 す る ことが で き る.
(証明)相 異 な る 任 意 の 符 号 語ANbAN2に対 して,AN1+E1=AN2+E2を満 た すt重
以 下 の 算 術 誤 りE1,E2が存 在 し な け れ ば,受 信 語V1=AN1+E1に符 号 語AN1を一 意 に 対





で あ る.こ れ は,こ の 符 号 の 最 小 距 離 が2t+1以上 で あ る と い う仮 定 に 反 す る.
(証明 終)
[系3.1]ST-AN符 号 の最 小 距離 がd+t+1(>2t+1)以上 で あれ ば,式
(3.3)の範 囲 のす べ てのt重以下 の算術 誤 りを訂正 し,同 じ範 囲 の すべ てのd重以下
の算 術 誤 りを検 出 す る こ とが で き る.(証 明略)
3.4最 小距離と情報整数の範囲
必 要 とす る誤 り検 出訂 正能 力 が与 え られ ると き.あ る整 数Aで生 成 され るST-
AN符 号 の情 報整 数 の範 囲 は,パ ラ メー タMST(A,d)を求 め る こ とに よ り,定 理3
.1か ら与 え られ る.ST-AN符 号 を構成 す る際,こ のパ ラメ ー タを求 め るこ と
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は重 要な 問題 で あ る.
3.4.1最 小 距 離2の 符 号(岡ST(A,2))




(証明)ST算 術 重 みが1であ る整 数 は すべ て ±3iと表 す ことが で き る.Aは3と
互 いに素 であ るか ら,Aは ±3iを整 除 す るこ とは あ り得 な い.さ らに,ど の よ うな
整数Nも この よう なAとの積ANが±3iに等 しくな るこ とはな い.す な わ ち.任 意 の
非零整 数Nに対 してANのST重みは2以上 で あ る.(証 明終)
上 の定 理の 条件 を満 たす 最小 の正整 数Aは2であ る.A=2で生 成 され るST-AN
符号 はすべ ての情 報整 数Nに対 して最 小距 離2を もつ.こ の こ とはST算術 重 み の性
質2。4か らも容易 に知 るこ とがで き る.す なわ ち,0以 外 の任 意 の符 号 語2NのST
算 術重 み は2以上 の偶数 で あ る.
3.4.2最 小 距 離3の 符 号(門ST(A,3))
法Aに 関 して3が 属 す るべ き数 をE(3.A)で表 す.Aが3と 互 い に 素 な らば.3e-1…≡
0(modA)を満 た す 最 小 の 正 整 数eが 存 在 す る.こ の と き,e=E(3.A)であ る.ま た,
39+1三〇(modへ)を満 た す 最 小 の 正 整 数gが 存 在 す る な ら.こ の よ うなgをG(3.A)
で 表 す.




(証 明)G(3・ へ)が存 在 す る な ら ・32G(3・q)-1≡0(modA)であ る.そ れ ゆ え ,
一21
E(3,A)は2G(3,A)を整 除 しな け れ ば な ら な い か ら,2G(3,A)=kE(3,A)なる 整 数kが 存
在 す る.明 らか に,G(3,A)<ε(3,A)であ る か ら,kは1で な くて は な らな い.
(証明 終)
G(3,A)が存 在 す るの はE(3,A)が偶 数 で な け れ ば な らな い が,E(3,A)が偶 数 で あ
っ て もG(3,A)が存 在 す る と は 隈 らな い.も ち ろん,E(3,A)が奇 数 な ら,G(3,A)は存
在 しな い.3と 互 い に 素 な 正 整 数A(2≦A≦121)のE(3,A)およ びG(3,A)を表3.1に
示 す.
[定 理3.6]生 成 数Aは3と 互 い に 素 と す る.G(3,A)が 存 在 す る な ら,
門sT(A,3)=(3G(3・臼)十1)/A(3。7)
G(3,A)が存 在 し な い な ら,
MST(A,3)=(3E(3・q)-1)/A(3.8)
で あ る.
(証明)Aが3と 互 い に 素 で あ る か ら,定 理3.5に よ り,門sT(A,3)が存 在 す る
な ら,A岡sT(A,3)のST算術 重 み は1で な く2に 限 られ る.ST算 術 重 み が2で あ る 整 数
は す べ て ±3j(3i±1)と表 す こ と が で き る.(A,3)=1で あ る か ら,ANが ±3j(3i
±Dで 表 す こ と が で き る最 小 の 正 整 数 は3i±1で あ る.Aが 整 除 す る3i±1な る
形 の 最 小 の 正 整 数 は,補 題3.1に よ り,G(3,A)が存 在 す る と き,3G(3・m+1で
あ り,G(3,A)が存 在 しな い と き,3E(3・q)-1であ る.(証 明 終)
例3.1A=91の と き,法91に 関 し て,
31≡3.32≡9,33≡27,34≡-10,35≡-30,36≡1
で あ る か ら,E(3,91)=6で あ り.G(3,91)は 存 在 し な い.式(3.8)に よ り,
MsT(91,3)=(36-1)/91=8
を 得 る.こ の た め,情 報 整 数Nを 一3≦N≦3に 限 れ ば,A=91で 生 成 さ れ るST-AN











表3.1に 示 した ようなE(3,A)およびG(3,A)の一 覧表 と定 理3.6を 用 い て,与
え られた要件 を満 たす最 小距離3のST-AN符 号 を探 す ことが で き る.
以下 で は,生 成 数Aが5以上 の素数 の場 合 を考 え る.
[補題3.2]pは5以 上 の 素 数 と す る.法pに 関 して3が 原 始 根 な ら,
G(3,p)=E(3,p)/2=(p。1)/2(3.9)
で あ る.
(証 明)pが5以 上 の 素 数 で あ っ て,法pに 関 し て3が 原 始 根 で あ る か ら,法pに
関 し て3が 属 す る ぺ き 数E(3,p)とpの オ イ ラ ー 関 数9(p)ニp-1が 等 し い.ま た,p-1




で あ る.法pに 関 し て3が 原 始 根 で あ る か ら,3(P-1)/2は法pに 関 し て1に 合 同 で は
あ り 得 な い.こ の た め,3「p-D/2≡-1(modp)で な く て は な ら な い.そ れ め え,
G(3,p)が存 在 し て,G(3,p)ニE(3,p)/2=(p-1)/2であ る.(証 明 終)
[補題3・3]襯 は3と 互 い に 素 な 正 整 数 と す る.法 聞に 関 して3で な く一3が原 始
根 な ら,
E(3・m)=9(m)/2(3 .10)
で あ り.こ れ は 奇 数 で あ っ て,G(3,m)は存 在 しな い.
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(証明)法 旧に 関 して3が 原 始 根 で な い か ら,E(3,m)≦9(m)!2であ る.E(3,
m)くψ(m)!2と仮 定 す る と,
(-3)2E(3・面)=32E(3・m》≡1(modm)
と な り,こ れ は 法mに 関 し て 一3が原 始 根 で あ る こ と に 矛 盾 す る.し た が っ て,E(
3,の=1ρ(の12であ る.こ れ が 偶 数 な ら,
(-3)9(の!2=3ψ(m)/2≡1(,。d。)
と な り,-3が 原 始 根 で あ る こ と に 矛 盾 す る.し た が っ て,E(3,m)は奇 数 で あ る.
(証明 終)
上 の 補 題 に お い てmが5以 上 の 素 数pの 場 合,オ イ ラ ー 関 数9(p)=p-1であ る か ら,
E(3,p)=(p-1)!2であ る.
[定理3.7]生 成 数A=pは5以上 の 素 数 と す る.法pに 関 し て3が 原 始 根 な ら,
MsT(p,3)=(3(P-!)/2十1)/p(3.ll)
で あ る.ま た.法pに 関 し て3で な く一3が原 始 根 な ら,
岡sT(p,3)=(3(P一里)/2-1)/p(3.12)
で あ り,こ れ ら は 共 に 偶 数 で あ る.(証 明 略)
以上 の 定理 で 与 え られ る門ST(A,3)の代表 的 な値 を表3.2に 示 す.
例3.2A=p=llの と き,法11に 関 し て3で な く 一3が原 始 根 で あ る.実 際,法ll
に 関 し て,
31≡3,32≡-2,33≡5,34≡4,35≡1
で あ り,E(3,ll)=5,ま た,
(-3)1≡-3,(-3)2≡-2,(-3)3…-5,(-3)4≡4,(-3)5≡-1,
(-3)6≡3,(-3)7≡2,(-3)8≡5,(-3)9≡ ≡-4,(-3)1の≡1
で あ り,E(-3.11)=10であ る.式(3.12)に よ り,
卜1sT(11,3)=(35-1)/11=22
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で あ り,Nを 一10≦N≦10に限 れ ば,A=llで生 成 さ れ るST-AN符 号 の 最 小 距 離
























3.4.3最 小 距 離4の 符 号(岡ST(A,4))
生 成 数Aが 偶 数 の 場 合,定 理3.2に よ り
を利 用 して,鵬T(A,4)を与 え る公 式 を導 く
め に,生 成 数A=2pの場 合 を 考 え る.
門ST(A,4)=岡ST(A,3)であ る.こ の こ と
.以 下,pは5以 上 の 素 数 と す る.は じ
[補題3・4]Pは5以 上 の素数 とす る・法Pに 関 して3が原始 根 で あ ると き,そ
の と きに限 って,3は 法2Pに関す る原始根 で あ る.ま た,法Pに 関 して 一3が原 始 根
で あ ると き.そ の ときに 限 って,-3は法2Pに関 す る原始 根 で あ る.
(証明)法Pに 関 して3が 原 始 根 ・ す な わ ち,E(3,P)=～ρ(P)=P-1とす る.法2P
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に 関 して3が 属 す る ぺ き数 をE(3,2p)とす る と,
3E{3・2・⊃-1≡0(mod2P)
で あ る か ら,上 式 の 左 辺 は 法pに 関 して も
3E《3・2P)-1≡…0(modp)
で あ る.こ の た め,E(3,p)=p-1はE(3,2p)を整 除 す る.同 時 に,E(3,2p)は9(2p)
を整 除 す る か ら,E(3,2p)=p-1=～ρ(2p)であ る.逆 に,法2pに 関 し て3が 原 始 根 で あ
る と す る.こ の と き,
3E(3・P)=kp十1
な る 正 整 数kが 存 在 し,左 辺 が 奇 数 で あ る か ら,kは 偶 数 で あ り,k=2k'なる 正 整 数
k'が存 在 す る.し た が っ て,
3E(3・P)-1=k,(2P)≡0(旧od2P)
で あ る か ら,E(3,2p)=p-1=9(p)はE(3,p)を整 除 す る.同 時 に,E(3,p)は9(p)=
p-1を整 除 す る か ら,E(3,p)=ψ(p)であ る.以 上 で 定 理 の 前 半 が 証 明 さ れ た.他 方,
法pに 関 して 一3が原 始 根 の 場 合 に つ い て も 上 と 同 様 に して 証 明 さ れ る.
(証明 終)
[補題3.5]pは5以 上 の 素 数 とす る.法pに 関 して3が 原 始 根 な ら,
G(3,2p)=(p-1)/2(3.13)
で あ る.
(証明)法pに 関 して3が 原 始 根 で あ るか ら,補 題3.4に よ り,3は 法2pに 関
す る原 始 根 で あ る.そ れ ゆ え,整 数kが1か らp-1まで を 変 わ る と き,3kmod2pは
法2pに 関 す る既 約 剰 余 系 の 元(p-1=9(2p)個のp以 外 の 奇 数)を 丁 度1通 り だ け 変
わ る.こ の と き,39≡-1(mod2p)な る正 整 数gが 存 在 し,補 題3.1に よ り,g
=G(3,2p)=E(3,2p)/2=(p-1)/2であ る.(証 明 終)
[補題3.6]pは5以 上 の 素 数 と す る.法pに 関 し て3で な く一3が原 始 根 な ら,
E(3,2p)==(p-1)/2(3。14)
で あ り,こ れ は 奇 数 で あ っ て,G(3,2p)は存 在 しな い.
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(証明)法Pに 関 して3で な く一3が原 始 根 で あ る とす る ・補 題3・4に よ り ・法
2Pに関 し て 一3が原 始 根 で あ り,3は 原 始 根 で な い ・ し た が っ て ・補 題3・3と 同 様
に して 証 明 さ れ る.(証 明 終)
補 題3.4～3.6お よび 定 理3.2.3.6に よ り,次 の 定 理 が 導 か れ る ・
[定理3.8]Pが5以 上 の 素 数 で,生 成 数A=2Pとす る ・法Pに 関 して3が 原 始 根
で あ る な ら,
岡sT(2pg4)=(3(P-1)/2十1)/(2p)(3.15)
ま た,法pに 関 し て3で な く一3が原 始 根 で あ る な ら,
卜1sT(2p,4)=(3(P-1)/2-1)/(2p)(3.16)
で あ る.(証 明 略)
例3.3A=2p=2×11の と き,法11に 関 して3で な く一3が原 始 根 で あ る か ら,式
(3.16)己こよ り,
NST(22.4)=(35-1)ノ22=11
で あ る.Nを 一5≦N≦5に限 れ ば,A=22で生 成 さ れ るST-AN符 号 の 最 小 距 離 は4
以 上 で あ る.実 際,こ の 符 号 の す べ て の 符 号 語 は,例3.2のA=11で 生 成 さ れ る最
小 距 離3のST-AN符 号 の 情 報 整 数 が 偶 数 の 場 合 の 符 号 語 に 一 致 す る か ら,そ の
例 か らも 明 ら か な よ う に,こ の 符 号 の 最 小 距 離 はd。=4であ る.
っ ぎ に,生 成数A=4pの場 合 を考 え る.こ の と き,4pの位 数 は
9)(4P)=2(P-1)
で あ る.法pに 関 して3が原 始根 で あ る場 合 と3でな く一3が原 始 根 で あ る場 合 に分 け
て考 え るが.い ずれ に して も法4Pに関 す る原始 根 は存 在 しな い.
[補題3・7]法Pに 関 して3が 原 始 根 で あ り,4がP-1を 整 除 す る な ら,
E(3,4p)=p-1(3.17)
で あ り.G(3,4p)は存 在 しな い.
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(証 明)法pに 関 し て3が 原 始 根 で あ っ て.E(3,p)=p-1が偶 数 で あ り,E(3,4)
=2で あ る か ら,
E(3,4p)=LC岡{E(3噸4),E(3gp)}
=P-1==～ ρ(4P)/2
で あ る.39+1≡0(mod4p),(0<gくp-1)な ら 。
39+1≡0(,。d4)(3.18)
≡0(modp)
で あ る.こ の と き,329≡1(,。d4P)で あ る か ら,E(3,4,).P.1は29を 整 除 し,
2g=k(p-1)なる 正 整 数kが 存 在 す る.こ の た め.
0<2g=k(p-1)<2(p-1),k=1,g=(p-1)/2
で な け れ ば な ら な い.仮 定 に よ り.41(p-1)で あ る か ら,g=2(p-1)/4は偶 数 で
あ り,こ れ がE(3,4)=2の倍 数 で あ る か ら.39≡1(mod4)と な り,式(3.18)に 反 す
る.(証 明 終)
[補題3.8]法pに 関 して3で な く一3が原 始 根 な ら.
E(394P)==P-1
で あ り.G(3.4p)は存 在 しな い.
(3.19)
(証明)法pに 関 して3で な く一3が原 始 根 で あ る な ら.補 題3.3に よ り.E(




で あ る.以 下,補 題3.9と 同 様 に して,G(3,4p)が存 在 しな い こ と が 証 明 さ れ る.
(証明 終)
補 題3.7,3.8お よ び 定 理3.2,3.6に よ り,次 の 定 理 が 導 か れ る.
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[定理3.9]Pが5以 上 の 素 数 で,生 成 数A=4Pとす る.法Pに 関 して3が 原 始 根
で あ って,か つ,4がP-1を 整 除 す るな ら,あ る い は,法Pに 関 して3で な く一3が原
始 根 で あ る な ら,
MsT(4p,4)=(3P-1-1)/(4p)(3.20)
で あ る.1(証 明 略)
例3.4A=4×11=44の と き,法11に 関 し て3で な く一3が原 始 根 で あ る か ら,式
(3.20)によ り,
岡ST(44,4)=(310-1)/44=1342
で あ る.Nを 一671<N<671に限 れ ば,A=44で生 成 さ れ るST-AN符 号 の 最 小 距 離
はd。=4以上 で あ る.
最後 に,生 成 数Aが2のべ き乗 で表 され る場合,す な わち,Aニ2α,(α≧3)を考
え る.基 数3は法21,22に関 す る原始 根 で あ るが,α が3以上 の場 合,3,-3はいず れ
も法2αに関 す る原始根 で な い.法2α に関す る既約 剰 余系 は,2α4個 の 奇数 のみ
か らな り.そ の位数 は9(2α)。2α'1であ る.
[補題3.9]α は3以 上 の 整 数 とす る.法2α に 関 して3が 属 す る ぺ き 数 は,
E(3,2α)=ψ(2α)/2=2α 甲2(3.21)
で あ り,G(3,2α)は存 在 しな い.こ こ で,(3E(3・2α)-1)/2α は 奇 数 で あ る.
(証明)3以 上 の あ る整 数kに 対 し て,α が3≦ α ≦kで あ る と き,式(3.21)が成
り立 つ と仮 定 す る ・ 実 際,k=3の 場 合,す な わ ち,α=3の と き,31≡3,32=23×1+1
≡1(mod23)であ るか ら,E(3,23)=2であ り,39…-1(mod23)を満 た す9は 存 在 し







で あ る.し た が っ て.E(3,2k+1)は2E(3,2k)=2kdを 整 除 す る.明 ら か に,E(
3,2k+1)≠2臼で あ る.仮 定 に よ り,
321・2・q,+1,322・2・q、+1,_,32k-2。2・q、+1
で あ り,q3,q4,…,qkが す べ て 奇 数 で あ る.す な わ ち,上 式 は ど の ひ と つ も 法2k
に 関 し て1と 合 同 で は な く.E(3,2k+1)は2k}2以 下 で な い.こ の た め,E(3,2k+1)
=2k-1=2E(3,2k)で あ り.qk.1=(2uqk+1)qkも ま た 奇 数 で あ る.い ま,G(3,
2k+1)が存 在 す る と 仮 定 す る と,補 題3.1に よ り,G(3,2k+1)=E(3,2k+1)/2=
2k-2でな け れ ば な ら な い.32k-2=2k・1ql.ユー1な る 整 数q霞.1が 存 在 し て,こ れ
2k-2=2kqk+1を加 え て,両 辺 を2で 割 る と,に3
2k}1==2k-1(2q霞+ユ+qk)3
を 得 る.上 式 の 左 辺 は 奇 数,右 辺 は 偶 数 と な り,矛 盾 を 生 じ る.(証 明 終)
上 の補 題,定 理3.6お よび定 理3.2に よ り。以 下 の定 理 を得 る.
[定理3.10]α が3以 上 の 整 数 で,生 成 数A=2αな ら,
α 一2
門,,(2α,4)=(32-1)/2α
で あ っ て,こ れ は 奇 数 で あ る.
(3.22)
(証明 略)
例3.5A=24=16の と き,法16に 関 し て3が 属 す る べ き 数 は,補 題3.9に よ
り,E(3,16)=22=4であ る.実 際,法16に 関 し て,
31≡3.32≡-7,33…-5,34≡1
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で あ り,G(3,16)は存 在 し な い.式(3.22)によ り,
卜1ST(16,4)=(34-1)/24=5
を 得 る.こ の た め,情 報 整 数Nの 範 囲 を 一2≦N≦2に限 れ ば ・A=16で生 成 さ れ るST




で 断 り,dm=4で あ る.
16×4=(lllO1)ST
16×5=(10001)ST
以 上の定 理3.8～3.10で 与 え られ る門ST(A,4)の代表 的 な値 を表3.3に 示 す.
これに対 し,電 子計 算機 を用 いて121以下 の3と互 い に素 なす べ ての 正整 数Aに つ い
て逐 次調 査 した.し か し,Aの 値 に比 べて大 きな岡ST(A,4)の値 を もつ も の は これ ら
の定 理 の条件 を満 たすA以外 には存 在 しな か っ炬.
本 節 の 最 後 に,電 子 計 算 機 を 用 い て 調 査 し た門ST(A,5),凹ST(A,6)および 岡ST(A,
7)の代 表 的 な 値 を そ れ ぞ れ 表3.4,3.5お よび3.6に 示 す.
3.5結 言
対 称3進 表 現(ST表現)とST算 術 重 み に 基 づ く対 称3進 算 術AN符 号(ST-AN
符 号)の 基 礎 理 論 に つ い て 述 べ た.鵬T(A,d)は情 報 整 数 の 範 囲 を決 め る 重 要 な パ ラ
メ ー タ で あ る.こ れ は,D.T.Brown[3]やW。W.Peterson[36]によ っ て2進 算 術AN
符 号 に導 入 さ れ た 概 念 で あ る.さ ら に,T.R.N.Raoら[37]によ って3進 算 術AN符
号 に お け る 同 様 な パ ラ メ ー タ に 関 す る定 理 を 導 い て い る.本 章 で は,ST-AN
符 号 に お け る図ST(A,2),岡ST(A,3)および 岡s丁(A,4)の公 式 と そ れ らの 代 表 的 な 値 を 示
した.岡ST(A.3)の公 式 は,ST算 術 距 離 に 基 づ く も の で あ り,T.R.N.Raoらに よ っ
て 与 え ら れ た も の と 同 様 の 方 法 で 導 か れ る も の で あ る.岡ST(A,4)の公 式 はST-




表3.1 法Aに 関 す るべ き数E(3,A)とG(3.A)
(A*はAが素 数 を 意 味 す る,)
A E(3,A)G(3.A) A E(3,A) G(3.A)
2* 1 62 30 15
4 2 1 64 16
5* 4 2 65 12
7* 6 3 67* 22 11
8 2 68 16
10 4 2 70 12
11* 5 71* 35
13* 3 73* 12 6
14 6 3 74 18 9
16 4 76 18 9
17* 16 8 77 30
19* 18 9 79* 78 39
20 4 80 4
22 5 82 8 4
23* 11 83* 41
25 20 10 85 16
26 3 86 42 21
28 6 3 88 10





























































































































































































































































表3.4 唾T(A,5)の代 表 的 な 値
へ 図ST(A.5) A図ST(A.5)
41 2 34 +1
61 4 35 +1
97 5 36-35 一1
143 10 37-36一33-1
193 34 38 +1



































[ 2 138 6 739
602 44 2 692 15859
842 70 3 064 42149















































































力の関係を示す.巡 回ST-AN符 号の整数論的構造に基づいて,符 号語数の約
数を法とする絶対最小既約剰余系の元と符号語のST算術重みとの関係を示す.
4.2巡 回ST-AN符 号 の構造
ST-AN符 号 が 巡 回 け た 移 動 の も と に 閉 じて い る と き,こ の 符 号 を 巡 回ST
-AN符 号 と い う .法3n-1に関 す る絶 対 最 小 完 全 剰 余 系
ZqB={0,±1,±2,…,±(3n-3)!2,(3n-1)/2}(4.1)
を考 え る.こ のZρBは 法3n-1に関 して 加 算 と乗 算 の も と に 環 を な す.法3・-1を 整
除 す る任 意 の 正 整 数 をAと して,Z自Bに お け るす べ て のAの 倍 数 か ら な る部 分 集 合
lqに 着 目 す る.こ の と き,lqは,整 数 の 環Z自Bに お い てAで 生 成 さ れ る イデ ィ
ァル を 成 す.イ デ ィア ルiqは 巡 回 け た 移 動 の も と に 閉 じて い る.そ れ ゆ え,
lqは 巡 回ST-AN符 号 で あ る.言 い換 え れ ば,IRの 任 意 の 元ANのST表現 を
(a。-1a..2…az)STとす れ ば,ANの1け た左 巡 回 け た 移 動 は
(an_20.Oa臼an_1)s丁==AN×3-an_1(3n-1)
で あ る.こ れ はZ∩Bの 元 で あ り,Aの 倍 数 で あ るか ら,Iqの 元 で あ る.
巡 回ST-AN符 号1∩ の 生 成 数 をA,符 号 長 をnお よ び,符 号 語 数 をBと す る
と.A,B,nの間 に,
AB=3n-1(4.2)
が 成 立 す る.ま た,情 報 整 数Nは 法Bに 関 す る絶 対 最 小 完 全 剰 余 系ZBの 元 で あ る ・
巡 回ST-AN符 号IqはZBの 元 のA倍 す べ て か らな る 集 合 で あ り ・1自 は 以 下 の
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よ う に 表 せ る.
lq=A・ZB(4。3)
式(4.2)から も 明 らか な よ う に,3とBは 互 い に 素,す な わ ち,(3,B)=1であ る.
法Bに 関 して3が 属 す る ぺ き数 をE(3,B)で表 す こ と に す る.E(3,B)がnを整 除 す る と
き,そ の と き に 限 って,Bは3n-1を 整 除 す る.す な わ ち,巡 回ST-AN符 号1禽
の 符 号 長nはE(3,B)の倍 数 で あ り,
n=kE(3,B),(k=1,2,3,000)(4・4)
と表 す こ とが で き る.と くに,k=1の と き,こ の 巡 回ST-AN符 号 を 基 本 符 号 と
い い,lq1と 書 く こ と が あ る.ま た,上 式 のk≧2の 場 合 の 巡 回ST-AN符 号 を









であ る.AlNは基 本符 号 】q1の符 号 語 であ るか ら,n1けだのST表現 で表 す ことが で
きる.そ れ ゆ え,A州 のST表現 すな わち 繰 り返 し符 号 の符号 語 は基本 符 号imの 符
号 語AINをk個並 べ だ もの に一 致 す る.
Bの約数 をdj(1≦dj≦B)で表 す こ とにす る.法B/djに関 す る絶 対最 小 既約 剰 余 系
G(B/dj)を考 え る.こ の と き,巡 回ST-AN符 号lqは 次 の よ うに展 開 さ れ る .
Iq㌔ 罷Ad・ ●G(B/d・)(4 ・5)
』 の 部 分 集 合Adj・G(B/d」)はbの 部 分 符 号 と 呼 ば れ る.G(B/dj)は法B!d」に
関 す る乗 算 の も と に ア ー ベ ル 群 を な し,そ の 位 数 は オ イ ラ ー 関 数9(B!dj)で与 え
られ る.
3kの法B/djに関 す る絶 対 最 小 剰 余 を3kmod(B/dj)で表 す こ と に す る .任 意 のk
に 対 して ・3KとB/djは互 い に素 で あ る か ら,3kmod(B/dj)はG(B/d」)の元 で あ る .
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そ れ ゆ え,G(B!dj)の部 分 集 合,
H(1)(B!dj)={(3kmod(B/dj))lk=1,2,…,E(3,B!dj)}(4.6)
は,G(B!dj)の巡 回 部 分 群 を 成 す.こ の 部 分 群 に よ り,G(B!dj)を以 下 の よ う な
コ セ ッ トに 展 開 す る こ と が で き る.
H(`)(B!dj)={(bβkmod(B!dj))ik=1,2,・◆◆,E(3,B!dj)},
(乙=1,2,…,りj,b`∈G(B!dj)).(4.7)
こ こ に,りjは コ セ ッ トの 個 数 で あ り,
1ノ」=～{》(B!dj)/E(3,B!dj)(4.8)
で 与 え られ る.こ の 彪 め,部 分 符 号Adj・G(B!dj)は,さらに,りj個 の 部 分 集 合
Adj・H(1)(B!d」)に展 開 さ れ る.こ の 部 分 集 合 を 素 符 号 と い う.各 素 符 号 は そ こ に
含 まれ る符 号 語 の 任 意 の ひ と つ を巡 回 け た移 動 した も の で 尽 く さ れ る.こ の こ と
を 強 巡 回 的 と い う.
例4.1B=22と す る と,n=E(3,22)=5,A=(35-1)/22=llであ る.巡 回ST-A
N符 号111は,
111=242・G(1)十121・G(2)十22・G(11)十11・G(22)









で あ る.残 り の 部 分 符 号 に つ い て は,9(11)=9(22)=10,E(3,11)=E(3,22)=5で
あ る か ら,
G(11)=H(1)(11)+H(2)(11),
G(22)=H(1)(22)十H(2)(22)




で あ る.た と え ば,素 符 号22・H(1)(11)={66,-44,110,88,22}の各 元 は,
66ニ(11110)sT,-44=(lllO1)sT,llO=(11011)sT,88=(10111)sT,22=(01111)sT
で あ り,こ れ ら5個 の 符 号 語 は 任 意 の ひ と つ を 巡 回 け た 移 動 し た も の で 尽 く さ れ る.
4.3最 小距離と誤 り訂正能力
巡 回ST-AN符 号Iqに 対 して,法3・-1に関 す る絶 対最 小完 全 剰 余系ZqB上
で定義 され るモジ ュラST重み,モ ジ ュラST距離 が用 い られ る.
巡 回ST-AN符 号 』 の{0}以 外 の符 号 語の モ ジ ュ ラST重み の最 小 値w.を
1ρの最 小重 み とい う.Iqの 相異 な る符号 語 間の モ ジ ュ ラST距離 の最 小 値d.を
Iqの最小 距離 とい う.巡 回ST-AN符 号Iqは,法3n-1に 関 す る整 数環 の イデ
ィアル で あ って,法3n-1に関 す る加算 の も とに群 を なす.し たが って,1qの 任
意 の符号 語ANユ,AN2に対 して,AN1-AN2もIqの符号 語 で あ る.こ の ため,最 小距
離 に等 しい モジ ュラS↑重 み をもつ符 号語 が1qに 存 在 し,w,≦d。で あ る.最 小重 み
W。に等 しいモ ジ ュラST重み をもつ符 号語 と0との 問の モ ジ ュラST距離 はW。に等 し く,
この ため,d。≦w。で あ る.以 上 に よ り,W.ニd。を得 る .す な わち,次 の 定理 が成
立 す る.
[定理4.1]巡 回ST-AN符 号Iqの 最小 距離d。は最 小 重 みw.に等 しい .
(証明 略)
以下,巡 回ST-AN符 号 にお いて取 り扱 う算術 誤 りEは,雑 音 や 装置 の 障害 の
ため,符 号 語ANに算 術 的 に加 え られ るST表現 でnけた以 下の 正負 の整数 で あ る .受
信語 をVとす れば ・V=AN+Eで与 え られ る ・こ こに ,+は 法3・-1に関 す る加 算 を意
味す る.
巡 回ST-AN符 号 』 の最 小 距離 と誤 り訂 正能 力 との関係 につ いて は ,法3・。
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1に関 す るモジ ュラST距離 の性 質2.9～11か ら,以 下の 定理 と系 が導 か れ る.
[定理4.2]最 小距 離d。がd+1以 上 の とき,そ の ときに限 って,d重 以 下 の
す べて の算 術誤 りの検 出 が可能 で あ る.ま だ,d.が2t+1以上 で あ ると き,そ の
とき に限 って.t重 以 下 のす べ ての 算 術誤 りの訂 正が 可能 で あ る.
(証明)任 意 の 符 号 語AN1にd重 以 下 の 算 術 誤 りEが 生 じて,
AN1十E==AN2(4。9)
を満 た す 符 号 語AN2が存 在 しな け れ ば,こ の 算 術 誤 りEを検 出 す る こ と が で き る.
上 式 が 成 り立 つ と 仮 定 す る と,AN2-AN1≡E(modAB)であ る か ら,
d+1≦D門sT(ANbAN2)=WhsT(AN2-ANユ)
=W門ST(E)≦d
な る 矛 盾 を 生 じ る.す な わ ち,d重 以 下 の 算 術 誤 りEに対 して 式(4.9)が成 立 せ ず,
し た が って.d重 以 下 の す ぺ て の 算 術 誤 りEの検 出 が 可 能 で あ る.最 小 距 離d。がd以
下 の 場 合,D聡T(AN1,AN2)=d1≦dなる 符 号 語ANユ,AN2が存 在 し,E…AN2-AN1
(modAB)なる算 術 誤 りEを 考 え る と,W門sT(E)=d1≦dであ る.符 号 語AN1にこ の よ
う なd1重誤 りEが 生 ず れ ば,受 信 語 はAN2なる符 号 語 に な り,こ の よ う なd重 以 下 の
算 術 誤 りの 検 出 は 不 可 能 で あ る.
任 意 の 符 号 語ANhAN2に対 し て,
AN1+E!=AN2+E2(4.10)
を 満 た すt重 以 下 の 算 術 誤 りEユ,E2が存 在 しな け れ ば,そ の と き に 限 っ て,受 信 語
AN1+E1に符 号 語AN1を一 意 に 対 応 さ せ る こ と が で き る.す な わ ち,AN1+E1を正 し く
AN1に復 号 す る こ と が で き る.式(4.10)が成 立 す る と 仮 定 す る と,AN2-ANユ…E1-
E2(modAB)であ るか ら,式(2.22)によ り,
2t+1≦D岡sT(AN1,AN2)=W国sT(AN2-AN1)
=WNs丁(E1-E2)≦WNsT(E1)十W門sT(E2)≦2t
な る矛 盾 を 生 じ る.す な わ ち,d・=2七+1のと き,t重 以 下 の どの よ う な 算 術 誤 り
E1.E2に対 して も 式(4.10)は成 り立 た ず,七 重 以 下 の す べ て の 算 術 誤 りの 訂 正 が 可
能 で あ る.最 小 距 離d。が2七以 下 の 場 合,
D凶sT(AN1,AN2)=2tlor2七1-1≦2t
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な る符 号 語AN1,AN2が存 在 す る.こ の と き,
AN2-AN1≡E(㎜odA8)
な る算 術 誤 りEを考 え る と,W門sT(E)=2tlor2t1-1≦2tであ る.
EのST表現 に お い て,左 か らt1個の 非 零 け た を 取 り,そ の 和 を 一E1とし,E2=E+E1と
す る と,W門sT(E∂=七1,W岡sT(E2)=tlort1-1であ る.こ の よ う な 算 術 誤 りE1,
E2に対 して,式(4.10)が成 り立 ち,受 信 語AN1+E1=AN2+E2から一 意 にAN1に復 号 す
る こ と は不 可 能 で あ る.(証 明 終)』
[系4.1]最 小 距離d,がt+d+1以上 の と き,t重 以 下 の す べて の算 術 誤 りを
訂 正 し,d(>t)重以 下 のす べ ての算 術誤 りを検 出 す る こ とが 可能 で あ る.(証 明略)
4.4素 符 号 の重 み
4.2節 で 述 べ た よ う に,1自 は 部 分 符 号,さ ら に素 符 号 へ と 展 開 さ れ る.素 符
号 は強 巡 回 的 で あ るか ら,素 符 号 に 含 ま れ る 符 号 語 の モ ジ ュ ラST重 み は す ぺ て 等
し い.こ の モ ジ ュ ラST重み を 素 符 号 の 重 み と い う.
lqの 符 号 語ANのST表現 を(an-1…alaのSTとす る と,式(4.2)に よ り,
3n-1
an_13n-1+○.○+a13+a㊤=BN
で あ る.上 式 の 両 辺 を3iで割 り算 して,そ の 整 数 部 を取 り出 せ ぱ,
B(a,-13・-1-i+…+aゆ=N3・一i-(N3n-i)modB
と な る.こ の と き,
aiB≡ 一(N3n-i)modB(mod3)
で あ る.(3,B)=1であ るか ら,Bmod3は1ま た は 一1であ る.し た が っ て,
ai=一(B旧od3)[((N3n-i)modB)mod3],
(i=0,1,2,00◆,n-1)(4.11)
で あ る.aiが 零 か 非 零 か は,(N3n-i)欄odBが3の倍 数 か 否 か に よ る.そ れ ゆ え ,
符 号 語ANの モ ジ ュ ラST重み は.iが0か らn-1まで を 変 わ る と き,(N3n-i)modBの
う ち3の 倍 数 で な い も の の 個 数 に等 しい.い ま,ANが 素 符 号Adj・H(6)(B/dj)に属 し
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て お り,式(4.7)に お い てk=E(3,B/d」)とす る.こ の と き,AN=Adjb`で 表 さ れ る.
Bの約 数djは3と 互 い に 素 で あ る か ら,
(N3n-i)modB=(djb`3n-i)modB
=dj[(b63n臼莚)mod(B/dj)]
で あ る.iが0か らn-1ま で を 変 わ る と き,[(b63n-i)mod(B/dj)]はH¢)(B/dj)の元




ここに,#{S}は 集合Sの 要 素数 を表 す.(証 明 略)
巡 回ST-AN符 号 の 最 小距離 は,』 を構成 す る{0}以 外 の素 符号 の 重み を
定 理4.3に よ り算 定 し,そ れ らの最 小値 で与 え られ る.次 章 で は,符 号 語数Bが
特 別 な条 件 を満 た す正整 数 の と き,そ の条件 の範 囲 内で 一般 的 に1自の最 小 距離 を










以 下 で は,3と 互 い に素 な正 整数Bを符 号語 数 と して法Bに関 して3が属 す るべ き
数E(3,B)によ って,符 号 長nと生成 数Aが.
n==E(3.B),A=(3n-1)/B(5.1)
で与 え られ る巡 回ST-AN符 号lqを 考 え る.こ の よ うなbを 符 号語 数Bで規
定 され る符 号 とい う.
巡 回ST-AN符 号[qの 最 小距 離d。は,以 下 の 手1順で組 織 的 に算 定 す るこ とが
で き る.
(1)hの 符 号 語数Bを素 因数 分 解 す る.Bの す べ ての 約数d」(1≦d」≦B)に対 応
して,法B/d」に関 す る絶対 最 小既約 剰 余系G(B/dj)を求 め る.
(2)G(1)ニ{0}以外 の 各G(B/dj)に対 し て.そ の 巡 回 部 分 群Hq>(B/dj)によ り,
コ セ ッ トH(`、(B/dj)に展 開 す る.
(3)さ ら に.各 コ セ ッ トH,`)(B/d」)に対 応 す る 素 符 号Adj・H(ご)(B/d、)の重 み
を定 理4.3に よ り算 定 し,そ れ らの 最 小 値 を求 め る.
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符 号 語 数Bが 比 較 的 小 さ い 場 合 に は 、符 号 語 ひ とつ ひ とつ のST重 みWST(A),
WST(2A),WST(3A),…を 求 め,そ の 最 小 値 を見 い だ す と い うや り方 が 得 策 で あ
ろ う.し か し,Bが 大 き い 場 合 に は.明 ら か に,先 に 述 べ た 手 順 の 方 が 能 率 的 で あ
る ・ と くに,Iqに 含 まれ る素 符 号 の 個 数 が 少 な い 場 合 そ の 効 果 は 大 き い と 考 え
られ る.
P,qを5以上 の 素 数 と す る と き,符 号 語 数Bの 素 因 数 に2,p,qを含 む 以 下 の 場 合 に








pは5以上 の 素 数 で あ る.Bの 約 数 は1とB自 身 で あ る.B=pで 規 定 さ れ る巡 回ST
-AN符 号1自 は .
1自=A・G(p)十A・G(1),
(G(1)・{0}・G(P)・{±qll,2,…,(P・1)/2})(5 .2)
で表 さ れ る.す な わ ち,1。 は 部 分 符 号A・G(p)とnけた す べ て が0の 符 号 語(00
…0)STか ら成 る .以 下 で は,法pに 関 して3ま た は 一3が原 始 根 の 場 合 を 検 討 す る .













と な り,1個 の 巡 回 部 分 群H(1)(p)=G(p)から な る.ま た,pは 素 数 で あ る か ら,
式(5.2)によ り,
H(1)(p)={±qIq=1,2,…,(p-1)!2}
で あ る.し だ が って,素 符 号A・H(1)(p)の重 み は,定 理4.3に よ り,
w=#{ele∈G(p),(e,3)=1}
で あ る.こ こ で,素 数pは 法3に 関 してp≡lor-1で あ る か ら,そ れ ぞ れ の 場 合 に
対 して,式(5.4)を 得 る.(証 明 終)
上 の定 理 の条 件 を満 たすB=pで規 定 され る巡 回ST-AN符 号Iqは,一 つ の符
号 語(例 えばA)を 巡 回 け た移 動 す る ことに よ り,0以外 の すぺ ての符 号語 を尽 く
す こ とが で き る強 巡 回 的な符 号 で あ り,等 距 離符 号 で あ る.




[補題5.1]Pは5以 上 の 素 数 と す る ・-3が法Pに 関 し て 原 始 根 な ら,P≡1
(mod3)では あ り得 な い.
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(証明)付 録参照
法Pに 関 して 一3が原 始 根 な ら,(P,3)=1であ るか ら,法3に 関 してP≡1で な け れ ば,
p≡-1に限 ら れ る.
[定理5.2]法pに 関 して3でな く一3が原 始 根 の と き,B=pで規 定 され る符 号




(証明)法pに 関 し て3で な く一3が原 始 根 な ら,補 題3.3に よ り,E(3,p)=(p
-1)/2で奇 数 で あ る .し た が っ て,G(p)は2個 の コ セ ッ トに 展 開 さ れ,巡 回 部 分 群




で あ る.そ れ ゆ え,G(p)の 元(式(5.1))の うち,3の 倍 数 で な い も の の 個 数 が
H(1)(p)とH(2)(p)に等 し く配 分 さ れ る.さ らに,補 題5.1に よ り,p≡-1(mod
3)の場 合 の み を考 え れ ば,式(5.6)を 得 る.(証 明 終)
上の定 理 の条件 を満 たす巡 回ST-AN符 号bは,二 つの 符 号 語Aと 一Aをそれ
ぞ れ巡 回 け た移 動 す る ことに よ り,{0}以 外 の すべ て の符 号語 を尽 くす こ とが で
き る.し か も,W門ST(A)=W門ST(-A)であ るか ら,bは 等 距離 符 号 で あ る.
幽




の よ う に4個 の 部 分 符 号 に展 開 さ れ る.上 式 の 第3項,第4項 に つ い て は ,A2p・
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G(1)=(00…0)sTであ り,ま た,Ap・G(2)=(3n-1)/2=(11◆◆◆1)sTであ る.G(2p)
の 位 数9(2p)は,9(2p)=ψ(p)=p-1であ る.以 下 で は,法pに 関 して3ま た は 一3が
原 始 根 の 場 合 を 検 討 す る.
法pに 関 して3が 原 始 根 で あ る と き,補 題3.4に よ り,3は 法2pに関 して も原 始








(証 明)法pに 関 し て3が 原 始 根 な ら,3は 法2pに 関 し て 原 始 根 で あ る か ら,
G(2p)=H(1)(2p)
={3kmod2Plk=1,2,・...P-1}
で あ る.ま た,G(2p)は,集 合
S1={±qlq=L2,…,P-1}
か ら2の 倍 数 の 集 合
S2={±2q【q=1,2,….(p-1)/2}
を 除 い た も の で あ る.S1.S2の 元 の3の 倍 数 で な い も の の 個 数 を そ れ ぞ れw1,w2
と す る と,素 符 号A・H(1)(2P)の重 み はw1-w2で 与 え ら れ る.P≡1(mod3)の と き.
W=W1-W2
==4(P-1)/3-2(P-1)/3=2(P-1)/3(5・10)
で あ り,p≡-1(mod3)の と き,
u==2(2P-1)/3-2(P+1)/3=2(P-2)/3(5・11)
で あ る.
法Pに 関 し て3が 原 始 根 で あ る か ら ・G(P)=H(1)(P)で あ る ・ し た が っ て,こ れ





最 後 に,G(2)に つ い て は,Ap・G(2)=Ap=(3n-1)/2=(ll…1)sTであ る か ら,
nけた す べ て が1の 符 号 語ApのST重み は
w=n=p-1(5。14)
で あ る.
以 上 に よ り,p≡1(mod3)の と き,式(5.10),(5.12),(5.14)から,そ れ らの 最
小 値 は式(5.10)また は(5.12)によ り与 え ら れ る.ま た,p≡-1(mod3)の と き,式
(5.11),(5.13),(5.14)から,そ れ らの 最 小 値 は式(5.11)によ り与 え られ る.
(証明 終)
法pに 関 して3で な く一3が原 始 根 で あ る と き,B=2pで規 定 さ れ る 』 の 符 号 長nお
よ び 生 成 数Aは,補 題3.3,3.4と 式(5.1)によ り.
n=E(3,2p)=～ ρ(2p)/2=(p-1)/2,A=(3n-1)/2p(5.15)
で あ る.
[定理5.4]法pに 関 して3でな く一3が原 始根 の とき,B=2pで規 定 さ れ る符号




(証 明)法pに 関 し て3で な く 一3が原 始 根 な ら,法2pに 関 し て も3で な く 一3が原
始 根 で あ る.こ の た め,E(3,2p)=9(2p)/2で あ り.G(2p)は2個 の コ セ ッ トに 展
開 さ れ る.こ の と き,E(3,2p)は 奇 数 で あ り,G(2p)の 元 一1はH(1)(2p)には 含 ま れ





で あ る.ま た,G(2p)は,集 合
S1={±qlq=1,2 ,…,P-1}
か ら2の 倍 数 の 集 合
S2={±2qIq=1,2,◆・・,(p-1)/2}
を 除 い た も の で あ る ・S1,S2の 元 の3の 倍 数 で な い も の の 個 数 を そ れ ぞ れw1,w2
と す る ・素 符 号A・H(1)(2P)とA・H(2)(2P)の重 みwは 共 に(w,-w2)/2で与 え られ る .




法pに 関 して3で な く 一3が原 始 根 で あ るか ら,G(p)=H(1)(p)+H(2)(p)であ る.
し た が って,こ れ に 対 応 ず る素 符 号A2・H(1)(p),A2・H(2)(p)の重 み は 定 理5 .2に
お け る素 符 号 の 重 み に一 致 す る.す な わ ち,
w=(p+1)/3(5 .18)
で あ る.
最 後 に.G(2)に つ い て は,
》==n==(p-1)/2(5.19)
で あ る.
以 上 に よ り,式(5.17),(5.18),(5.19)から,そ れ らの 最 小 値 は 式(5.17)によ り
与 え られ る.(証 明 終)
幽
4pの約 数 は1,2,4,p,2p,および4p(=B)であ る.B=4pで規 定 さ れ る巡 回ST-AN




の よ う に6個 の 部 分 符 号 に 展 開 さ れ る.G(4p)の 位 数 ψ(4p)は,
～ρ(4p)=2(p-1)(5.21)
で あ る ・ 以 下 で は,法Pに 関 し て3ま た は 一3が原 始 根 の 場 合 を 検 討 す る が,い ず れ
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に して も法4pに関す る原 始根 は存 在 しな い.
[補題5.2]5以 上 の 素 数pに 対 して,±3が と も に法pの 原 始 根 な ら,41(P
-1)であ る .3(ま た は 一3)が法pの 原 始 根 で あ り,41(p・1)なら,-3(ま 彪 は3)も法
pに関 す る原 始 根 で あ る.
(証明)付 録参照
法pに 関 して3が 原 始 根 で あ って,41(p-Dな ら,補 題5.2に よ り,法pに 関 し
て 一3も原 始 根 で あ る か ら,こ の よ う なpはp≡1(mod3)に 限 る.ま た,法pに 関
して3が 原 始 根 で あ っ て,41(p-1)なら,補 題3.7に よ り,E(3,4p)=p-1であ り,
n=E(3,4p)=p-1==～ ρ(4p)/2,A=(3n-1)/(4p)(5.22)
で あ る.
[定理5.5]法pに 関 して3が 原 始 根 で あ っ て,か つ,41(p-1)な ら,B=4pで




(証 明)最 初 に,G(4p)を 考 え る.式(5.21),(5.22)に よ り,G(4p)は2個 の
コ セ ッ ト に 展 開 さ れ る.こ の と き,補 題3.7に よ り,G(4p)の 元 一1はH(1)(4p)に




で あ る.ま た,G(4p)は,集 合
S1={±qlq=1,2,…,2(p-1)}
か ら2の 倍 数 の 集 合
S2={±2qIq=1,2,…,p-1}
とpの 倍 数 か ら な る 集 合
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S3={±P}
を 除 い た も の で あ る ・S1,S2の 元 の3の 倍 数 で な い も の の 個 数 を そ れ ぞ れw1,w2
ζす る ・素 符 号A・H(1)(4P)とA・H(2)(4P)の重 み は 共 に(り1-w2-2))/2で与 え られ
る ・補 題5・2に よ り,法Pに 関 して 一3もま 炬 原 始 根 で あ る か ら,補 題5.1に よ り,





法pに 関 し て3が 原 始 根 な ら,3は 法2pに 関 して 原 始 根 で あ る か ら,
G(2p)=H(1)(2p)
={3kmod2Plk=1,2,000,P-1}
で あ り,こ れ は,定 理5.3の 証 明 で 述 べ たG(2p)であ る.た だ し,法pに 関 して
一3もま た 原 始 根 で あ る か ら
,素 符 号A2・H(1)(2p)の重 みwはp≡ 。1(mod3)の場 合
を 考 え れ ば よ く,式(5.11)によ り,
w==2(p-2)/3(5.25)
で あ る.
法pに 関 し て3が 原 始 根 で あ る か ら,G(p)=H(1)(p)であ る.し た が っ て,こ れ
に 対 応 す る素 符 号A4・H(1)(p)の重 みwは 定 理5.1に お け る素 符 号 の 重 み の う ち,
式(5.3)のp…-1(mod3)の場 合 に 一 致 して,
w=2(p+1)/3(5。26)
で あ る.
G(4)に対 応 す る部 分 符 号Ap・G(4)={±Ap}はAp=(3n-1)/4=(1111…11)sTと
一Ap=(1111…・11)sTとの2個 の 符 号 語 か ら な り,こ の 符 号 語 のST重 みwは ,
w=p-1(5.27)
で あ る.
最 後 に,G(2)に 関 し て は,1個 の 符 号 語A2P=(11…1)sTに 対 応 して,こ のST
重 み は 式(5.27)に等 し い.
以 上 に よ り,式(5.24)～(5.27)の最 小 値 は式(5.24)また は式(5.25)で与 え られ
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る. (証明終)
法pに 関 して3で な く一3が原 始 根 で あ る と き,E(3,p)=E(3,2p)=(p-1)/2であ り,
これ は 奇 数 で あ る.ま た.補 題5.1に よ り,こ の よ う なpはp≡1(mod3)に 限 る.
ま た,補 題3.8の 証 明 に お い て,E(3,4p)=p-1であ る か ら,
n=E(3,4p)=p-1=9(4p)/2,A=(3n-1)/(4p)(5●28)
で あ る.
[定理5.6]法pに 関 して3でな く一3が原始 根 で あ るな ら,B=4pで規定 され る




(証 明)最 初 に,G(4p)を 考 え る.式(5.28)に よ り,G(4p)は2個 の コ セ ッ ト
に 展 開 さ れ る.こ の と き,補 題3.8に よ り,G(4p)の 元 一1はH(1)(4p)には 含 ま れ




で あ る.法pに 関 し て 一3が原 始 根 で あ る か ら.補 題5.1に よ り,p≡-1(mod3)の
場 合 の み を 考 え る.
w=2(p-2)/3(5.30)
で あ る.
法pに 関 し て3で な く 一3が原 始 根 な ら,法2pに 関 し て3で な く 一3が原 始 根 で あ る か
ら,E(3,2p)=9(2p)/2に よ り,G(2p)は2個 の コ セ ッ トに 展 開 さ れ る.こ の と き,
E(3,2p)は奇 数 で あ り,G(2p)の 元 一1はH(1)(2p)には 含 ま れ な い.し た が っ て,定





で あ る ・ こ の 素 符 号A2・H(1>(2P)は,定理5.4のB=2Pで 規 定 さ れ る 符 号bの 素
符 号A・H(1)(2P),(A=(3E(3・2P)-1)/2P)の符 号 語 をE(3,4P)/E(3,2P)=2回繰 り返
しだ 符 号 語 で 構 成 さ れ る.も う一 つ の 素 符 号A2・H(2)(2P)も同 様 で あ り,両 素 符 号
の 重 みwは,式(5.17)に よ り,
w=2(p-2)/3(5.31)
で あ る.
法Pに 関 して3で な く一3が原 始 根 で あ る か ら,G(P)=H(1)(P)+H(2)(P)であ る.
した が っ て,こ れ に 対 応 す る素 符 号A4・H(1)(P),A4・H(2)(P)の重 みwは 相 等 し く,
こ の 素 符 号 は,定 理5.2に お け る素 符 号 の 符 号 語 をE(3,4P)/E(3,P)=2回繰 り返
し た符 号 語 か らな る.し た が って.両 素 符 号 の 重 みwは,式(5.6)に よ り,
w==2(p+1)/3(5.32)
で あ る.
最 後 に,G(4)に 対 応 す る部 分 符 号Ap・G(4)={±Ap}および,G(2)に 関 して は
定 理5.5の 場 合 と同 様 で あ り,こ れ ら に 対 応 す る 符 号 語 のST重みwは,
w=p-1(5.33)
で あ る.以 上 に よ り,式(5.30)～(5.33)の最 小 値 は 式(5.30)また は式(5.31)で与
え られ る.(証 明 終)
以 上,法pに 関 して3が原 始根 であ る場 合 の符号 語 数B=p,2p,4pで規定 され る符 号
Iqの最 小 距離 の算 定 公式 をそ れぞ れ,定 理5.1,5.3,5.5で 導 いた.こ れ
らの 実 際の符 号 例 に つ いて は表5.1に 示 す 。また,法pに 関 して3でな く一3が原 始
根 で あ る場 合 の符号 語 数B=p,2p.4pで規定 され る符 号Iqの 最 小 距離 の算定 公式 を
それ ぞ れ,定 理5.2,5.4,5.6で 導 いた.こ れ らの符号 例 は表5.2に 示 す.一
雌
pは5以上 の 整数 で あ り,α は2以上 の整数 で あ る.法B・Pαに関す る既 約剰 余系
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G(Pα)の 位 数 は
9(Pα)=Pα 一Pα 幽1=Pα 噛1(P-1)(5.34)
で 与 え ら れ る.Pα の 約 数 は1,P,P2,…,Pα で あ る か ら,こ の よ う なBで 規 定 さ
れ る 符 号Iqは,
1、=A.G(Pα)+Ap・G(Pα 一1)+…+Apα ・G(1),
(G(1)={0})(5.35)
の よ う に,(α+1)個 の 部 分 符 号 に 展 開 さ れ る.




[補題5.3]pは5以 上 の 素 数,α は2以 上 の 整 数 とす る.法pα に 関 し て3(ま
た は 一3)が原 始 根 な ら,3(ま た は.3)は法Pα'1,Pα'2,…,Pに 関 して も 原 始 根
で あ る.
(証明)付 録 参 照





(証明)禰5.3に よ り,式(5.35)の部 分 符 号Api・G(Pα'i),(i・。,1,_,





で あ る.素 符 号Api・Hq)(pi)の動 、(i)は,
・(i)=pi×#{,1,∈G(Pα 一i),(,,3)。1}
α 一1
で あ る.G(P)は,集 合
S1={±qiq・1,2,…,(Pα 一1-1)/2}
か らpの 倍 数 の 集 合
α一ト1S
2={±pjlj=1,2,・ ◎◆.(P-1)/2}
を 除 い た も の で あ る.こ の 素 符 号 の 重 み 冒(Dは,S1,S2の そ れ ぞ れ か ら3の 倍 数
を 除 き,残 さ れ た 元 の 個 数 を そ れ ぞ れw1.w2とす れ ば,
㌔げ(1)=Pi(騨1-w2)
で 与 え られ る.
…{:1:ll:=1:二::1:ll:=ll認
…1::∴諜:ll;:il認
で あ る か ら.
w(i)=
2(Pα一Pα 一1)/3,(P司(,。d3))
2(Pα一Pα 一1-2pi)/3,(P≡.1(。 。d3),α 一i…。(。。d2))
2(Pα一Pα 曽1+2pi)/3,(P≡-1(,。d3),α.同(。 。d2))
(5.38)
で あ る.P≡1(mod3)の と き,{0}以 外 の す べ て の 素 符 号 の 重 み はiに 関 係 な く α
に よ って の み 定 ま る.P…-1(mod3)の と き,i=α 一2の素 符 号Apα 一2.G(P2)の重
み が 最 小 と な る.(証 明 終)
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上 の 定 理 の 証 明 に よ り,法Pα に 関 して3が 原 始 根 で あ る と き,P≡1(剛od3)な
ら,B叩 αで 規 定 さ れ る符 号1。 は 等 距 離 符 号 で あ る.
法pα に 関 して3で な く 一3が原 始 根 で あ る 場 合,補 題3.3に よ り,E(3,pα)=
ψ(Pα)/2=(Pα 一Pα'1)/2で あ る か ら,
,=Pα 一Pα'1)/2,A=(3n-D/Pα(5.39)
で あ る.
[補題5.4]pは5以 上 の 素 数,α は2以 上 の 整 数 とす る.法pα に 関 し て3で
な く一3が原 始 根 な ら,法PαOiに 関 し て3が 属 す るべ き数 は,
E(3,,α噂i)=9(Pα 一i)/2,(i。。,1,_,α.1)(5.40)
で あ り,こ れ は 奇 数 で あ る.
(証明)付 録 参 照.
[定理5.8」 法pに 関 し て3で な く一3が原 始 根 な ら,B=pα で 規 定 さ れ る符 号
1∩の 最 小 距 離 は,
d.ニ(・ α 一Pα 一1-2,α'2)/3(5 .41)





の よ う に,2個 の コ セ ッ ト に 展 開 さ れ る.E(3,pα"i)が 奇 数 で あ る か ら,G(
Pα'i)の 元 一1は,H,1、(Pα'i)に 含 ま れ ず,H,2、(Pα 自i)に含 勲 る.こ の 励,
H,2,(Pα'i)={(-1)3・,。dpα'ilk。1,2,_,Pα"i層1(P-1)/2}
α 一i=-1・H(1)(P)
で あ る.そ れ ゆ え,G(Pα'i)の 元 の う ち.3の 倍 数 で な い も の が 双 方 の コ セ ッ ト
に 等 し く 配 分 さ れ る.補 題5.3に よ り,-3が 法Pに 関 し て 原 始 根 で あ る か ら,補
題5.1に よ り,P≡-1(mod3)の 場 合 の み を 考 え る.定 理5.7の 証 明 の 後 半 で 得
α 一2ら れ る 結 果 を 利 用 し て
,p…-1(mod3)の 場 合,素 符 号Ap ・H(1)(P2),また は,
α 一2・H(2)(p2)の重 み が 最 小 で あ り ,式(5.41)を 得 る.(証 明 終)Ap
岨
法B=2pαに 関 す る既 約 剰 余 系G(2pα)の 位 数 は,
9(2Pα)=Pα 一Pα 剛1(5.43)
で あ る.B=2pαの 約 数 が1,p,p2,…,pα,2,2p,2p2,…,2pαで あ る か ら,こ の よ




の よ う に,2(α+1)個 の 部 分 符 号 に展 開 され る.
法pα に 関 して3が 原 始 根 で あ る場 合 を考 え る.
[補題5.5]法Pα に 関 し て3(ま た は 一3)が原 始 根 で あ る と き,そ の と き に
限 っ て.3(ま た は 一3)は法2Pα が 原 始 根 で あ る.さ ら に この と き.3(ま た は 一3)
α 一2α一1
.…,2pに 関 す る原 始 根 で あ る.は法2p,2P
一58一
(証明)付 録 参 照
上 の 補 題 に よ り,3が 法2pα に 関 す る原 始 根 で あ る か ら,
,=Pα 一Pα 鱈1,A=(3n-1)/(2Pα)(5.45)
で あ る.





(証 明)補 題5.3,5.5に よ り,3が 法pα'i,法2pα'i,(i=o,1,…,α 一1)
の 原 始 根 で あ る か ら,式(5.43)の 部 分 符 号Api・G(2pα 一i),A2pi・G(pα一i)はす べ
て 強 巡 回 的 な 素 符 号 で あ る.は じ め に,素 符 号Api・G(2pα'i)を 考 え る.n=pα 一
Pα 一1がE(3,2Pα'i)=Pα'i-Pα 脚i-1のpi倍で あ る か ら,こ の 素 符 号 の 重 み 、(i)は,
、(D=pi×#{,1,∈G(2Pα 一i),(3,,).1}
で あ る.G(2pα 冒i)は,集 合
α 一i-1S
1={±q}q=1,2,。 ・・,P}
か ら,2の 倍 数 の 集 合
S,={±2」l」 ・1,2,…,(Pα 層Ll)/2}
とpの 倍 数 の 集 合
α 。i-1S
3={±pjlj=1,2,…,p}




を加 え て 補 正 し だ も の で あ る.さ ら に,こ れ ら(S1～S4)の 元 の うち,そ れ ぞ
れ か ら3の 倍 数 を 除 い て,
w(1)=
2(Pα 一Pα 一1)/3,(P≡1(。。d3),
2(Pα 一Pα 一1+pi)/3,(P≡-1(,。d3),α 一i…0(,。d2)),
2(Pα一Pα'Lpi)/3,(P≡.1(,。d3),α.i≡1(,。d2))
(5.47)
を 得 る.p…-1(mod3)の 場 合,i=α 一1の と き,w(i)が 最 小 に な る.す な わ ち,
Api・G(2Pα一i),(i・,1,...,α一1)の素 符 号 の う ち,最 小 の 重 み を 与 え る も の は
Apα 一1・G(2,i)であ り,そ の 動 、(α 一1)は,
一={:::器窪∴i臨 )一
で あ る.次 に,素 符 号A2pi・G(pα'i)を考 え る.こ れ ら は 定 理5.7で 示 し た 素 符
号Api・G(Pα層i)に一 致 す る.こ れ らの 素 符 号 の 動 、(i)は式(5.38)で与 え られ,
最 小 重 み を与 え る素 符 号 はi=α 一2の場 合 で あ り,
咲α一{:::1::北:岬:∵i;
_一)
で あ る.最 後 に,素 符 号Apα ・G(2)=Apα=(3n-1)/2=(11…1)sTの重 み は
、=,=Pα 一Pα 一1(5.50)
で あ る.以 上 の 式(5.48)～(5.50)にお い て,p…≡1(mod3)の場 合,す べ て の け た が
1の符 号 語(式(5.50))を 除 い て,符 号 語 の 重 み は す べ て 等 し く,式(5.48),(5.
49)のそ れ ぞ れ 第1式 が 最 小 距 離 を与 え る.ま た,p≡-1(mod3)の場 合,式(5.48)
第2式 が 最 小 距 離 を 与 え る.(証 明 終)
一60一
法pα に 関 して3で な く一3が原 始 根 で あ る場 合,補 題5.4に よ り,法pα'1に 関
して3が 属 す るべ き数 は,E(3,Pα一i)=9(Pα曹i)/2で 奇 数 で あ る.し 勧 ・っ て,
補 題5.5に よ り,法2pαiに 関 し て 一3は原 始 根 で あ るが,3は 原 始 根 で な い.こ
の た め,補 題3.3に よ り,法2pα 一iに関 して3が 属 す る べ き数 は,
E(3,2Pα日i)=ψ(2Pα 一1)/2=(Pα 一i-Pα一i-1)/2,
(i=0,1,・・◆,α一1)(5.51)
で あ り,こ れ ら は す べ て 奇 数 で あ る.以 上 に よ り,
,=(Pα 一Pα'1)/2,A=(3・.1)/(2Pα)(5.52)
で あ る.
[定 理5.10]法pに 関 し て3で な く 一3が原 始 根 な ら,B=2pα で 規 定 さ れ る 符 号
Iqの 最 小 距 離 は,
d.=(Pα 一2Pα 一1)/3(5.53)
(証 明)補 題5.5,5.31こ よ り,3で な く 一3が法2Pα'i,法Pα'i,(i.0,1,
… ,α 一1)の原 始 根 で あ る.さ ら に,補 題5.4お よ び 式(5.51)に よ り,
E(3,2Pα一i)=E(3,Pα噂i)=(Pα 冒i-Pα'i曜1)/2
で あ り,奇 数 で あ る.以 上 に よ り,
G(2Pα 一i)=H。)(2Pα'㌧+H、2,(2Pα 一i),
α 一i α 一i α 一i-1H
q)(2P)={3kmod2P(P-1)/2},lk=1,2,.○ ○,p







で あ る.そ れ ゆ え,G(Pα'i),G(2Pα暉i)共に 洛 々,2個 の コ セ ッ ト眠 開 さ
れ,3の 倍 数 で な い 元 の 個 数 は等 し く配 分 さ れ る.は じめ に,部 分 符 号Api・G(
α一i)に
つ い て 考 え る.こ の 部 分 符 号 に 含 まれ る両 素 符 号 の 重 み は定 理5.9の2P
証 明 で 得 ら れ た 式(5.47)を利 用 で き る.こ の と き,補 題5.3に よ り,-3が 法Pに
関 す る原 始 根 で あ るか ら,P…≡-1(mod3)の場 合 の み を考 え れ ば よ い.し た が っ て,
式(5.48)によ り,こ れ ら の 素 符 号 の 重 み の 最 小 値 は
、(α一1)=(Pα 一2Pα冒1)/3(5.54)
で あ る.次 に,A2pi・G(Pα'1)につ ㌧・て は,定 理5.8で 示 した 部 分 符 号Api.G(
Pα暉i)に等 い ・.P≡-1(。d3)の場 合,i.α.2の と き に 素 符 号A2Pα'2.H(1,(P2)
の 重 み が 最 小 と な り,
。(α一2)=(Pα 一Pα'L2Pα'2)/3(5.55)
最 後 に,素 符 号Apα ・G(2)=(11…1)STの重 み は,
、=,=(Pα 一Pα 一1)/2(5.56)
で あ る.以 上 の 式(5.54)～(5.60)にお い て,式(5.54)がこの 符 号 の 最 小 距 離 を 与
え る.(証 明 終)
雌
法B=4pα に 関 す る 既 約 剰 余 系G(4pα)の 位 数 は,
ψ(4Pα)=Pα 一Pα.1(5.57)
で あ る.B=2pα の 約 数 が1,p,p2,…,pα,2,2p,2p2,…,2pα で あ る か ら,こ の よ






の よ う に,3(α+1)個 の 部 分 符 号 に 展 開 さ れ る.
1





法pα に 関 し て3が 原 始 根 で あ り,4がp-1を 整 除 す る と き,ε(3,pα)=pα 一
Pα'1が 偶 数 で あ り,E(3,4)=2で あ る か ら,
E(3,4Pα)=LC門{E(3,4),E(3,Pα)}
=Pα 一Pα 一1=9(4Pα)/2(5.60)
で あ る か ら.
,=Pα 一Pα 燭1,A=(3n-1)/(4Pα)(5.61)
で あ る.
[定理5.11]法pα に 関 し て3が 原 始 根 で あ り
4pαで 規 定 さ れ る 符 号1、 の 最 小 距 離 は
d。=2(Pα 一2Pα一1)/3,(P≡.1(,。d3))
で あ る.
4がp-1を 整 除 す る な ら,B=
(5.62)
(証明)は じめ に,部 分 符 号Api・G(4Pα一i)楠 え る.禰5.3に よ り,3は
一63一
法Pα'iに 関 し て も 原 始 根 で あ る か ら,法4Pα 一iに関 し て3が 属 す る べ き 数 は,
ε(3,4Pα一i)=LC門{E(3,4),E(3,Pα卿i)}
α 一iα 一ト1 α 一i=P-P=9(4P)/2 ,
(i=0,1,…,α 一1)(5.63)
で あ る.さ ら に,補 題5.7に よ り,
α 一i α 一i α 一iG(4
P)=H(1)(4P)+H(2)(4P),
H(1)(4Pα甲i)={3・,。d4Pα 韓ilk.1,2,_,Pα'卜1(P.1)/2},
α 一i α 一iH
(2)(4P)=-1・H(1)(4P),
で あ る.こ の た め,部 分 符 号Api・G(4pα'i)は,2個 の 素 符 号 に 展 開 さ れ,両 素 符
号 の 重 み は 相 等 し い.素 符 号Api。H(1)(4Pα'i)の重 みw(i)は,nニPα 一Pα'1がE(




,集 合で 与 え ら れ る.G(4p
α 一i}S
l={±qlq=1,2,…,2P
か ら,2の 倍 数 の 集 合
α 一i}S
2={±2jlj=1,2,…,p
とpの 倍 数 の 集 合
α 一i-1}S
3={±pjIj=1,2,…,2p
を 除 き,2pの 倍 数 の 集 合
α 一i-1}
S4={±2pjlj=1,2,…,p
を 加 え て 補 正 し た も の で あ る.さ ら に,こ れ ら(S1～S4)の 元 の う ち 各 々 か ら
3の 倍 数 を 除 く こ と に よ り,
一64一
咲1)={:::1=:1:ll:::1:::1:::1:1::::1鮒
で あ る.こ こ に,補 題5.3,5.1に よ り,法pに 関 して 一3が原 始 根 で あ る か ら.
p≒1(mod3)であ る.p…≡-1の場 合,最 小 の 重 み を持 つ 素 符 号 は,i=α 一1であ る か
ら,式(5.63)の第3式 に よ り,
、(α.1)=2(Pα 一2Pα一1)/3(5.65)
を得 る.次 に,部 分 符 号A2pi.G(2Pα一i)につ い て は 淀 理5.9の 部 分 符 号Api・
α 一i)に等 し く
,式(5.48)の第2式 か ら,G(2P
、(α一1)=2(Pα 一2Pα一1)/3(5.66)
で あ る.さ ら に,部 分 符 号A4pi・G(pα一i)につ い て は,定 理5.9の 部 分 符 号A2
pi・G(pα"i)に等 し く,式(5.49)の第2式 か ら,
、(α.2)=2(Pα 一Pα 一L2Pα 一2)/3(5.67)
で あ る.残 りの 素 符 号 に つ い て は,
Apα・G(4)=±Apα=・(lili。 ・・1i)sTまた は(ilil◆・・il)sT
A2Pα・G(2)=A2Pα=(11…1)sT
で あ る か ら,こ れ らの 素 符 号 の 重 み は
、=,=Pα 一Pα 一1(5.68)
で あ る.以 上,式(5.64)～(5.67)によ り,こ の よ う な 符 号 の 最 小 距 離 は 式(5.64)
(5.65)によ り与 え られ る.(証 明 終)
法pα に 関 して3で な く 一3が原 始 根 で あ る と き,補 題5.4に よ り,法pα'iに 関








で あ る.し た が っ て,
,=E(3,4Pα)=Pα 一Pα'1,A=(3・.1)/(4Pα)(5.71)
[補 題5.7]法pα に 関 し て3で な く 一3が原 始 根 な ら,
39≒-1(。 。d4Pα'i),(0.9・Pα 一LPα'卜1,i.0,1,_,α 一1)
(5.72)
で あ る.
(証 明)付 録 参 照
[定 理5.12]法pに 関 し て3で な く 一3が原 始 根 な ら,B=4pα で 規 定 さ れ る 符 号
1∩ の 最 小 距 離 は,
d。=2(Pα 一2Pα'1)/3(5.73)
で あ る.
(証 明)は じ め に,部 分 符 号Api・G(4pα 鱒i)を 考 え る.式(5.70)のE(3,





の よ う に 展 開 さ れ る.G(4pα'i)の 元 の うち,3の 倍 数 で な い も の が2個 の コ セ ッ
トに 等 し く配 分 さ れ る.補 題5.3に よ り,弓 が 法pに 関 す る 原 始 根 で あ るか ら,
p≡-1(mod3)の 場 合 の み を考 え る.定 理5.11の 証 明 で 得 られ る式(5.65)から,
これ らの 部 分 符 号 に 含 ま れ る 素 符 号 の 重 み の 最 小 値 は,
、(i)=(Pα 一2Pα'1)/3(5.74)
で あ る.次 に,A2pi。G(2Pα一i),A4pi・G(Pα.i),(i・0,1,2,…,α一1)につ い て
は,定 理5.1。で 述 べ た部 分 符 号Api.G(2Pαi),A2pi・G(Pα一i)に等 し く,こ れ
ら に含 ま れ る素 符 号 の 重 み の 最 小 値 は,そ れ ぞ れ,
、(α.1)=(Pα 一2Pα一1)/3(5.75)
、(α一2)=(Pα 一Pα'1-2Pα'2)/3(5.76)
で 与 え られ る.残 りの 素 符 号 に つ い て は,定 理5.11の 場 合 と 同 様 で あ り,そ れ ら
の 重 み は
、=,=Pα 一Pα 一1(5.77)
で あ る.以 上 の 式(5.74)～(5.77)にお い て,式(5.74),(5.75)が最 小 距 離 を 与 え る.
(証明 終)
5.5符 号語 数B=2γで規 定 され る符 号
岨
基 数3は法2,22に関す る原 始根 で あ るが,γ が3以上 の 場合,3,-3はい ずれ も法
2γに関す る原 始根 で な い.符 号 語数B=2の場 合,符 号 長 はn=1,生成 数 はA=1であ
り,符 号 語 は0と1であ る.そ の最 小距 離 は1であ ってAN符 号 と して有 効 で な い.
B=4の場合,nニ2,A=2であ り,そ の 符号 語 は 一2,0,2,4の4個で あ って,最 小 距離
は2であ る.し たが って,1誤 り検 出 が可 能 で あ るが,符 号 語数 が4では実 用 性 が
一67一
な い.1誤 り検 出 符 号 と し て は,む し ろ,A=2の 一 般 のST-AN符 号(3.4.
1参照)が よ い.以 下 で は,γ が3以 上 の 場 合 を 考 え る.





で あ り,3E(3・2γ).1を2・で 割 っ た商 は 奇 数 で あ る.
γは3以上 の整 数 とす る.法2γ に関 して3が属 す るべ き数 は,
(証明)補 題3.9参 照











の よ う に コ セ ッ ト展 開 さ れ る.





の よ う に,(γ+1)個 の 部 分 符 号 に 分 解 さ れ る.
B=2γで 規 定 さ れ る符 号1Ω の 符 号 長 と生 成 数 は,
,=E(3,2γ 〉=2γ 伽2,A=(3n.1)/2γ(5.83)
で あ る.





(証明)部 分 符 号A2i・G(2γ'i),(i・・,1,…,γ 一3)を考 え る,こ れ は,式(
5.81)でも 示 し た よ う に,2個 の 素 符 号A2i・H(1》G(2γ'i)と一A2i・H(1》G(2γ`i)に
展 開 さ れ.両 者 の 重 み は 等 し い.n=2γ"2がH(1)(2γ'i)の位 数2γ 一i-2の2i倍で あ
る か ら,こ の 素 符 号 の 重 みw(i)は,
、(i)=2i×#{,1,∈H(1)(2γ'i),(3,,).1}
で 与 え ら れ る.G(2γ'i)は,集 合
S1={±qlq・1,2,…,2γ'i層1}
か ら,2の 倍 数 の 集 合
S、={±2」lj・1,2,…,2γ 一i-2}
を 除 い た も の で あ る.さ ら に,こ の 集 合 か ら3の 倍 数 を 除 い て 残 っ た 元 の 個 数 の




で あ る.iニγ一3のと き,上 式 が この符 号 の最 小距 離 を与 え る. (証明終)一
趣
P,qは5以上 の 相 異 な る素 数 で あ る.法B=pqに 関 す る既 約 剰 余 系G(pq)の位 数 は,
9(pq)=(p-1)(q-1)(5.86)
で あ る.以 下,3が 法p,qの両 者 に 関 す る原 始 根 で あ る場 合 と法pに 関 し て3が 原 始
根 で あ り,法qに 関 して3で な く一3が原 始 根 で あ る場 合 を 考 え る が,ど ち らの 場 合
も 法pqに 関 す る原 始 根 は 存 在 しな い.
pqの約 数 が1,p,q,pqであ るか ら,Bニpqで規 定 さ れ る 符 号bは,
IR=A・G(pq)十AP・G(q)十Aq・G(p)十Apq・G(1),
(G(1)={0})(5.87)
の よ う に,4個 の 部 分 符 号 に分 解 さ れ る.
法pお よび 法qの 両 者 に 関 し て3が 原 始 根 で あ り,(p-1,q-1)=2のと き,法B=pqに
関 して3が 属 す る ぺ き 数 は,
E(3,pq)=LC卜1[E(3,p),E(3.q)]=(p-1)(q-1)/2
で あ る か ら,
n=(p-1)(q-1)/2,A=(3n-1)/(pq)(5.88)
で あ る.
[補 題5.10]法p,qに 関 し て3が 原 始 根 で あ り,(p-1,q-1)=2で,し か も,4







上 の 補 題 と式(5.86),(5.88)によ り,G(pq)は2個 の コ セ ッ トH(1)(pq),H(2)(
pq)に展 開 さ れ,G(pq)の 元 一1はH(1)(pq)でな くH(2)(pq)に含 ま れ る.ま た,補 題
の 条 件(p-1,q-1)=2であ るか ら,41(p-1)ま た は41(q-1)の ど ち ら か 一 方 が 成
立 す る.補 題5.2に よ り,-3は 法pま た は 法qの どち らか 一 方 に 関 す る 原 始 根 で あ
る.こ の だ め,p≡q≡1(mod3)で は あ り得 な い し,ま た,p≡q≡-1(mod3)で も な
い.こ こ で は,41(p-1)と す る.こ の よ う に し て も一 般 性 を 失 わ な い.こ の と き,
-3は法pに 関 す る原 始 根 で あ り ,法qに 関 す る原 始 根 で は な い.こ の よ う なp,qに対
し て,p≡-q≡-1(mod3)であ る.
[定理5.14]法pお よび 法qの 両 者 に 関 して3が 原 始 根 で あ っ て,(p-1,q-1)=








で あ る.こ の た め.部 分 符 号A・G(pq)は2個 の 素 符 号A・H(1)(pq)とA・H(2)(pq)ここ分
解 さ れ,両 者 の 重 み は 等 し い.こ の 素 符 号 の 重 みwは
w=#{eie∈Hζ1)(pq).(3,e)=1}
=(1/2)×#{e,1e'∈G(pq) ,(3,e,)=1}(5.92)
で 与 え ら れ る.G(pq)は,集 合
S1={±jlj=1,2,…,(pq-1)/2}
か ら,pの 倍 数 の 集 合
S2={±pjlj=1.2,…,(q-1)/2}
とqの 倍 数 の 集 合
S∋={±qj}j=1,2,・ ◆◆,(p-1)/2}
を 除 い た も の で あ る ・ こ れ ら(S1～S3)の 元 の う ち,そ れ ぞ れ か ら3の 倍 数 を 除 き ,
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残 さ れ た 元 の 個 数 を そ れ ぞ れW1,W2,W3とす る と,
u=(u1-w2-w3)/2
で あ る.こ こ に,定 理 の 条 件 か ら,補 題5.1,5.2を 適 用 で き,p≡-1,q≡1







法p,qに 関 し て3が 原 始 根 で あ る か ら,Ap・G(q),Aq・G(p)は と も に 強 巡 回 的 な





で あ る.Aq・G(p)の場 合 も,同 様 に して,p…5-1(mod3)によ り,
w=(p+1)(q-1)/3(5.95)
で あ る.
以 上,式(5.93),(5.94),(5.95)によ り,こ の 符 号 の 最 小 距 離 は 式(5.90)で与 え
られ る.(証 明 終)
法pに 関 し て3が 原 始 根 で あ り,法qに 関 し て3で な く 一3が原 始 根 で あ る 場 合 を 考
え る.た だ し.(p-1,q-1)=2と す る.こ の と き,E(3,p)=p-1であ り,E(3,q)=(q-
1)ノ2で奇 数 あ る.こ の た め,(p-1,(q-1)/2)=1であ る.以 上 に よ り,
n=(p-1)(q-1)/2,A=(3n-1)/(pq)(5.96)
で あ る.








上 の 補 題 に よ り,G(pq)の 元 一1は,H(1)(pq)でな く,H(2)(pq)に含 ま れ る.
[定理5.15]法pに 関 して3が 原 始 根 で あ り,法qに 関 して3で な く一3が原 始 根
で あ っ て,(p-1,q-1)=2なら,B=pqで規 定 さ れ る 符 号1自 の 最 小 距 離 は,
山={1:=;::=羅1窪1喪誌謝)3))'(一)
で あ る.
(証明)補 題5.10に よ り,G(pq)に つ い て は,定 理5.14と 同 様,式(5.91)
が 成 立 し,部 分 符 号A・G(pq)は,2個の 素 符 号 に 分 解 さ れ,両 者 の 重 み は 等 し く,
この 素 符 号 の 重 みwは 式(5.92)で与 え られ る.定 理 の 条 件 か ら,補 題5.1を 適 用
で き,q≡-1(mod3)であ る.定 理5.14のw1,w2,w3と,さら にu1,w3のp≡-1(mod











法qに 関 して3で な く一3が原 始 根 で あ る か ら,Ap・G(q)は,2個 の 素 符 号 に 分 解 さ れ,





で あ る 。
法pに 関 して3が 原 始 根 で あ る か ら,E(3,p)=p-1であ り,Aq・G(p)は,強 巡 回 的






以 上,式(5.99),(5.100),(5.101)ここよ り,式(5.98)を 得 る.(証 明 終)
岨
法B=2pqに 関 す る 既 約 剰 余 系G(2pq)の 位 数 は,
9(2pq)=(p-1)(q-1)(5.102)




の よ う に,8個 の 部 分 符 号 に 分 解 さ れ る.
法p,qに 関 し て3が 原 始 根 で あ り,(p-1,q-1)=2であ っ て,41(p-1)の 場 合 を 考 え
る.こ の 場 合,法B=2pqに 関 し て3が 属 す る ぺ き 数 は,
E(3,2pq)=LC卜1[E(3,2),E(3,p),E(3,q)]
==(p-1)(q-1)/2==～ρ(2pq)/2





[定理5.16]法pお よび 法qの 両 者 に 関 して3が 原 始 根 で あ っ て,(p-1,q-1)=




(証 明)補 題5.10に よ り,G(2pq)の 元 一1はH(1)(2pq)でな くH(2)(2pq)に含
ま れ,部 分 符 号A・G(2pq)は2個 の 素 符 号A・H(1)(2pq)とA・H(2)(2pq)に展 開 さ れ,
両 者 の 重 み は 等 し い.こ の 素 符 号 の 重 みWは,
w=1/2×#{ele∈G(2pq),(3,e)=1}(5.106)
で 与 え ら れ る.G(2pq)は,集 合
S1={±jij=1,2,…,pq・1}




を 除 き,2p,2qの 倍 数 の 集 合
S5={±2pjlj=1,2,…,(q-1)/2}
S6={±2qjlj=1,2,・ ・.,(p-D/2}
を 加 え て 補 正 し た も の で あ る.こ れ ら(S1～S6)の 元 の う ち,そ れ ぞ れ か ら3の 倍
数 を 除 き,残 さ れ た 元 の 個 数 を そ れ ぞ れwユ～w6と す る と,
w=(w1-w2-w3-w4十w5十w6)/2
で あ る ・ こ こ に ・ 定 理 の 条 件 か ら ・ 補 題5・1,5.2を 適 用 で き,P≡-1 ,qミ1










次 に,部 分 符 号Aq・G(2p)を考 え る.法pに 関 して3(-3)が原 始 根 で あ る か ら,3
(-3)は法2pに 関 し て も 原 始 根 で あ り,E(3,2p)=p-1であ る.こ の 部 分 符 号 は強 巡




で あ る.部 分符 号Ap・G(2q)も同様,そ の重 み は,定 理5.4の 第1式 に よ り,
・=pilX2(q-1)/3=(P-1)(q-1)/3(5・ll・)
で 与 え ら れ る.




で あ る.部 分 符 号A2p・G(q)に つ い て も,定 理5.1の 第1式 か ら,
w==(p-1)(q-1)/3(5.112)
で あ る.
最 後 に,Apq・G(2)={Apq}につ い て は,
Apq=(3n-1)/2=(llO・Ol)sT
で あ る か ら.
u=n=(p-1)(q-1)/2(5.113)
で あ る.
以 上,式(5.107)～(5.113)に よ り,素 符 号Aq・G(2p)の 重 み(式(5.109))が 最
小 で あ り,式(5,105)を 得 る.(証 明 終)
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法Pに 関 して3が 原 始 根 で あ り,法qに 関 し て3で な く一3が原 始 根 で あ っ て,し か
も,(p-1,q-1)=2の場 合 を 考 え る.こ の と き,E(3,q)=(q・1)/2で奇 数 で あ る.ま
た,法B=2pqに 関 して3が 属 す る べ き数 は,
E(3,2pq)=(p-1)(q-1)/2=9)(2pq)/2
1
で あ る か ら,
n==(p-1)(q-1)/2,A=(3n-1)/(2pq)(5。114)
で あ る.
[定理5.17]法pに 関 し て3が 原 始 根 で あ り,法qに 関 して3で な く一3が原 始 根
で あ って,(p-1)(q-1)=2なら,B=2pqで規 定 さ れ る符 号Iqの 最 小 距 離 は,
山={:::1::1:}:二::::;:;lld31)踏 個3),閃ll・115)
で あ る.
(証明)は じ め に,部 分 符 号A・G(2pq)を考 え る.補 題5.11に よ り,こ の 部
分 符 号 は2個 の 素 符 号 に 分 解 さ れ,両 者 の 重 み は 等 し く,定 理5.16の 場 合 と 同 様
で あ る.式(5.103)に基 づ い て,定 理 の 条 件 か ら,補 題5.1を 適 用 で き,q≡-1(
















部 分 符 号Ap。G(2q)は,2個の 素 符 号 に 分 解 さ れ,両 者 の 重 み は 等 し い.ま 拒,
E(3,2q)=(q-1)/2であ り,こ の 素 符 号 の 重 み は定 理5.4の 式(5.17)を利 用 して.
w=(p-1)(q-1)/3(5.118)
で あ る.部 分 符 号Aq・G(2p)は,強 巡 回 的 な 素 符 号 で あ り,E(3,2p)=p-1であ り,





部 分 符 号A2p・G(q)の場 合 は,定 理5.15の 証 明 か ら,こ の 素 符 号 の 重 み は 式(5
,100)で与 え ら れ る.
u=(p-1)(q+1)/3(5.120)





以 上,式(5.116)～(5.121)によ り,式(5.115)を得 る.(証 明 終)
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5.7符 号 語数B=pαq,2pαqで規 定 され る符 号
魁
p,qは相 異 な る5以 上 の 素 数,α は2以 上 の 整 数 で あ る.法B=pαqに 関 す る 既 約
剰 余 系G(pαq)の 位 数 は,
9(Pαq)=(Pα 一Pα'i)(q.1)(5.122)




の よ う に,2(α+1)個の 部 分 符 号 に 分 解 さ れ る.以 下 で は,
(1)法pα,qに 関 して3が 原 始 根 で あ る場 合,
(2)法pα に 関 して3が 原 始 根 で あ り,法qに 関 して3で な く・3が原 始 根 で あ る 場 合,
(3)法pα に 関 して3で な く一3が原 始 根 で あ り,法qに 関 して3が 原 始 根 で あ る場 合
の3つ の 場 合 に つ い て 検 討 す る.
(1)の場 合,(h)のB・pqの場 合 と 同 様,(Pα 一Pα一1,q-1)・2で,41(P.1)また





[禰5.12]法Pα,qに 関 して3が 原 始 根 で あ り,(Pα 一Pα一1,q-1)。2,しか
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(証明)補 題5、10と同様 に証 明 され る.
(5.125)
(証明終)
上 の 補 題 と式(5.122),(5.124)によ り,G(pα'iq)は2個 の コ セ ッ トに 展 開 さ れ,
元 一1はHq)(pα"iq)でな くH(2)(pα一iq)に含 まれ る.ま た,補 題 の 条 件(pα 一
pα一1,q-1)=2であ る か ら,41(p-1)ま た は41(q-1)の どち らか 一 方 が 成 立 す る.
補 題5.2に よ り,-3は 法pま た は 法qの ど ち ら か 一一方 に 関 す る原 始 根 で あ る.こ の
た め,p…q… ≡1(mod3)では あ り得 な い し,ま た,p≡q≡-1(mod3)でで も な い.
[定理5.18]法pα,qに 関 して3が 原 始 根 で あ っ て,(pα 一pα置1,q-1)=2,しか
も,41(p-1)ま た は41(q-1)な ら,B=pαqで 規 定 さ れ る符 号1、 の 最 小 距 離 は
山={::1二:顎:2舘コ1∵1臨評
で あ る.
(証明)は じめ に,部 分 符 号Api・G(pα一iq),(iニ0,1,…,α一1)を検 討 す る.
9(Pα一iq)=(Pα'LPα+1)(q-1),
E(3,Pα'iq)=(Pα'LPα一i'1)(q-1)/2(5.127)
で あ る か ら,G(Pα 一iq)は,2個の コ セ ッBこ 展 開 さ れ,補 題5」2に よ り,こ の
部 分 符 号 は,2個 の 素 符 号 に分 解 さ れ 両 者 の 重 み は 等 し い.符 号 長nがG(





q)は,集 合で 与 え ら れ る.G(p
α 一i
q-1)/2}Sユ={±jlj=1,2,◆・●,(P





を 除 き,pqの 倍 数 の 集 合
α 一i-1S
4={±pqjlj=1,2,…,(P-1)/2},
を 加 え て 補 正 し た も の で あ る.こ れ ら(S1～S4)の 元 の う ち,そ れ ぞ れ か ら3の 倍
数 を 除 き,残 さ れ た 元 の 個 数 そ れ ぞ れWユ～w4と す る と,こ れ ら に 属 す る 素 符 号 の
重 みw(Dは
w(i)=pi(wユーw2-w3十w4)/2








で あ る.こ こ に,定 理 の 条 件 か ら,p…≡・1,q…1(mod3)とp…1,q≡-1(mod3)の




次 に,部 分符 号Apα・G(q)を考 え る.法qに 関 して3が原始 根 で あ るか ら,こ の
部分 符 号 は強巡 回 的 な素 符号 で あ る.こ の 素符 号 の重 み は,
・=詮rX#{・1・ ∈G(q)・(3・・)・1}
で 与 え ら れ る.n=(pα 一pα 一1)(q-1)/2であ るか ら,こ れ ら の 素 符 号 の 重 みwは
・={::1::1:1::::1:1:::::il認一
で あ る.
最 後 に,部 分 符 号Apiq・G(pα一i)を考 え る.こ れ ら の 部 分 符 号 は,補 題5.3に
よ り,そ れ ぞ れ,強 巡 回 的 な 素 符 号 で あ る.E(3,pα'i)=pα一i'1(p-1)であ る か ら,
帳i)=
Pα 一会1(P-1)×#色1・ ∈G(Pα 一i)・(3・醐}




以 上,式(5.128)～(5.130)に よ り,(5.126)を 得 る.(証 明 終)
(2)の場 合 を 考 え る.こ の と き,符 号 長nと 生 成 数Aは,(1)の 場 合 の 式(5.124)に
一 致 す る .
[補 題5.13]法pα に 関 し て3が 原 始 根 で あ り,法qに 関 し て3で な く 一3が原 始





(証明)補 題5.11と同様 に して 証 明 され る. (証明終)
[定理5.19]法3に 関 して3が原始 根 で あ り,法qに 関 して3でな く一3が原始








(証明)は じめ に,部 分 符 号Api・G(pα'iq),(i=o,1,…,α一1)を検 討 す る.
ψ(Pα鱒iq)=(Pα閣LPα 一ト1)(q-1),
E(3,Pα一iq)=(Pαi-Pα'i-1)(q-1)/2
で あ るか ら,補 題5.13に よ り,こ の 部 分 符 号 は,2個 の 素 符 号 に分 解 さ れ 両 者 の
重 み は 等 しい.こ れ らの 素 符 号 の 重 み の 最 小 値wを 求 め る手 順 は 定 理5.18の 対 応
す る部 分 符 号 と 同 様 で あ る.た だ し,q≡-1(mod3)であ る こ と を 考 慮 す れ ば,
・={:1創1:::∵∵結1 1:ll醐一
で あ る.
次 に,部 分 符 号Apα ・G(q)を考 え る.法qに 関 し て3で な く 一3が原 始 根 で あ る か
ら,E(3,q)=(q-1)/2であ り,こ れ が 奇 数 で あ る.こ の だ め,こ の 部 分 符 号 は2個 の
素 符 号 か らな り,両 素 符 号 の 重 みwは 等 し く,定 理5.2を 利 用 して,
、=(Pα 一Pα 一1)(q・1)/3(5.134)
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が 得 られ る.
最 後 に,部 分 符 号Apiq・G(pα一i)を考 え る.こ れ らの 部 分 符 号 は(1)の場 合 と 同
じ で あ り,式(5.30)で得 ら れ る.
以 上 に よ り,式(5.132)を得 る.(証 明 終)
(3)の場 合 を考 え る.こ の と き,補 題5.4に よ り,
E(3,Pα一i)=(Pα一i-Pα一i口1)/2,(i。0,1,_,α一1)
で あ り,こ れ らは 奇 数 で あ る.ま た,ε(3,q)=q-1であ り,(p-1,q-1)=2であ る か ら,
E(3,Pαq)=(Pα 一Pα 『1)(q.1)/2(5.135)
で あ る.こ の た め,こ の よ う な 符 号 の 符 号 長 と 生 成 数 は,(1),(2)の場 合 と同 じで
あ る.
[補 題5.14]法pα に 関 し て3で な く 一3が原 始 根 で あ り,法qに 関 し て3が 原 始




(証 明)補 題5.llと 同 様 に し て 証 明 さ れ る.(証 明 終)
[定理5.20]法pα に関 して3でな く一3が原 始根 で あ り,法qに 関 して3が原始





(証明)は じめ に,部 分 符 号Api・G(pα一iq),(i=0,1,…,α一1)を検 討 す る,
こ れ らの 部 分 符 号 は,式(5.122),(5.135)によ り,2個 の 素 符 号 に 分 解 さ れ,上 の
補 題 に よ り,両 者 の 重 み は 等 しい.こ れ ら の 素 符 号 の 重 み の 最 小 値 冒を 求 め る手 順
は 定 理5.18の 対 応 す る部 分 符 号 と同 様 で あ る.た だ し,p≡-1(mod3)であ る こ と




次 に,部 分 符 号Apα ・G(q)を考 え る.法qに 関 して3が 原 始 根 で あ る か ら,E(3,
q)=(q-1)であ り,こ の 部 分 符 号 は 強 巡 回 的 な 素 符 号 で あ り,式(5.129)と同 じ で あ
る.
最 後 に,部 分 符 号Apiq・G(pα一i)を考 え る.こ れ ら の 部 分 符 号 は,補 題5.4に
よ り,2個 の 素 符 号 に 展 開 さ れ,両 者 に 展 開 さ れ,両 者 の 重 み は 等 しい.ま た,
E(3,Pα一i)=(Pα.LPα 軍i'1)/2






で あ り,定 理5.8の 証 明 中 の 式(5.38)の第2,第3式 を 利 用 し て,そ れ ら の 最 小
値wは
・=(Pα 一Pα 一1-2Pα 一2)(q-1)/3(5 .139)
で あ る.
以 上,式(5.138),(5.129),(5.139)によ り,式(5.137)を 得 る.(証 明 終)
一85一
(k)B・2Pαq
法B=2pαqに関 す る 既 約 剰 余 系G(2pαq)の 位 数 は,
9(2Pαq)=(Pα 一Pα 騨1)(q-1)(5.140)






の よ う に,4(α+1)個 の 部 分 符 号 に 分 解 さ れ る.以 下 で は,
(1)法pα,qに 関 して3が 原 始 根 で あ る場 合,
(2)法pα に 関 して3が 原 始 根 で あ り,法qに 関 して3で な く一3が原 始 根 で あ る場 合,
(3)法pα に 関 して3で な く一3が原 始 根 で あ り,法qに 関 して3が 原 始 根 で あ る場 合
の3つ の 場 合 に つ い て 検 討 す る.
(1)の場 合,(j)と 同 様 に,(Pα 一Pαロ1,q・1)=2,しか も,41(P-1)また は4i(





[定理5.21]法Pα,qに 関 し て3が 原 始 根 で あ り,(Pα 一Pα'1,q-1)・2,しか







(証 明)は じ め に,部 分 符 号Ap・G(2Pα 一iq)拷 え る.定 理 の 条 件 と 禰5・
















を 加 え,さ ら に,2pqの 倍 数 の 集 合
α 一トlS
8={±2pqjlj=1,2,…,(p-1)/2}
を 除 い て 補 正 し た も の で あ る.集 合Sユ ～S2の 各 々 か ら3の 倍 数 を 除 い て 残 っ だ 元

















で あ る.こ れ ら に 属 す る 素 符 号 の 重 みw(i)は
、(i)=piX(1/2)X#{,1,∈G(2Pαq),(3,,)・1}







に よ り,こ れ らの最 小値wは,
一88一
・={::ヴ;:::∵燃 論 Φ≡q　㌔
こ の と き,前 節 の(1)の場 合 と 同 様 の 条 件 で あ る か ら,p≡q≡-1は あ り得 ず,
、=(Pα 一Pα 一1)(q-1)/3(5.145)
で あ る.
部 分 符 号A2pi・G(pα一iq)を考 え る.こ れ は,定 理5.18の 証 明 に お け る 部 分
符 号Api・G(pα'iq)と同 じで あ り,こ れ らに 含 まれ る素 符 号 の 最 小 値wは,式(5.
128)で与 え ら れ,
、=(Pα 一Pα 一1)(q-1)/3(5.146)
で あ る.
次 に,部 分 符 号Apiq・(2pα卿i)を考 え る.補 題5.5に よ り,法2pα01に 関 して
3が原 始 根 で あ る か ら,
E(3.2Pα層i)=Pα"LPα 一ト1=9(2Pα 嚇i)
α一iで あ り
,こ れ らの部分 符号 は強 巡 回的 な素 符号 で あ る.ま た,G(2p)は 定 理
5.9の 結 果 を利 用 して,こ れ らに含 まれ る素符 号 の重 みw(i)は,
・(i)=Pllq二 蔓 ×#{・1・ ∈G(Pα 一1),(3,・)・1}
で あ り.こ れ らの素符 号 の重 み の最小 値wは.
・={1:∵1:∵1衡∵1∴ 一
で あ る.
次 に,部 分 符 号A2piq・G(Pαi)を考 え る.禰5.5に よ り,
E(3,Pα『i)=PαLPαi-1






部 分 符 号Apα ・G(2q)を考 え る.n/E(3,2q)=n/(q-1)=(pα 一pα'1)/2で あ る
か ら,定 理5.3の 結 果 を利 用 で き,こ の素 符号 の 重 みwは,
・={::1::1:1:::1;:二::::lill:潔::
)一
で あ る.ま た,部 分符 号A2pα・G(q)につ いて も同 様 であ り,定 理5.1の 結果 を




最 後 に,Apαq・G(2)=(3n-1)/2=(11…1)sTで あ り,こ の 符 号 語 の 重 みwは,
、=,=(Pα 一Pα 一1)(q-1)/2(5.151)
で あ る.
以 上,式(5.144)～(5.151)に よ り,式(5.143)を 得 る.(証 明 終)
(2)の場 合 を 考 え る.こ の と き,符 号 長nと 生 成 数Aは,(1)の 場 合 の 式(5.142)に
一 致 す る .
[定理5.22]法Pα に 関 し て3が 原 始 根 で あ り,法qに 関 して3で な く 一3が原 始





(証明)は じ め に,部 分 符 号A.G(2Pα曹iq)につ い て 考 え る.G(2Pα 一iq)に
つ い て は,補 題5.13が 成 立 し,こ の 部 分 符 号 は,重 み の 等 しい2個 の 素 符 号(式
(5.142))に展 開 さ れ る た め,定 理5.21の 場 合 に等 しい.法qに 関 し て 一3が原 始 根
で あ るか ら,q≒1(mod3)な る こ と に注 意 し て,こ れ ら の 素 符 号 の 重 み の 最 小 値
wは,式(5.144)の第1,第2式 で 与 え ら れ る.す な わ ち,
・={::ヴ:::::;鴬窟 Φ≡q≡'綱漏
部 分 符 号A2pi・G(pα騨iq)を考 え る.こ れ は,定 理5.19の 証 明 に お け る




部 分 符 号Apα ・G(2q)を考 え る.E(3,2q)=(q-1)/2であ り,ま た,定 理5.4の
結 果 を 利 用 で き,こ の 素 符 号 の 重 みwは,
、=(Pα 一,α 贈1)(q-2)/3(5.155)
で あ る.ま た,部 分 符 号A2Pα・G(q)につ い て も 同 様 で あ り,定 理5.2の 結 果 を
利 用 して,こ の 素 符 号 の 重 みwは
、=(Pα 一Pα'1)(q・1)/3(5.156)
で あ る.





で あ る.ま た,部 分 符 号A2piq・G(Pα'i)につ いて も同 様 で あ り,こ れ らの 素符号




最 後 に,Apαq・G(2)=(3n-1)/2=(11…1)$Tで あ り,こ の 符 号 語 の 重 みWは,
、=,=(Pα 一Pα 一1)(q.1)/2(5.159)
で あ る.
以 上,式(5.153)～(5.159)に よ り,式(5.152)を 得 る.(証 明 終)
(3)の場 合 を考 え る.こ の と き,符 号 長nと 生 成 数Aは,(1),(2)の場 合 の 式(5.1
42)に一 致 す る.
[定理5.23]法pα に 関 して3で な く一3が原 始 根 で あ り,法qに 関 し て3が 原 始
根 で あ っ て,(pα 一pα'1,q-1)=2なら,B=2pαqで 規 定 さ れ る符 号1、 の 最 小 距 離
は,
山={::1二畿 論 惣 嵩1:欝≡'1㈱調
で あ る.
(証明)は じ め に,部 分 符 号A・G(2pα'iq)につ い て 考 え る.G(2pα 冒iq)に
つ い て は,補 題5.14が 成 立 し,こ の 部 分 符 号 が 重 み の 等 し い2個 の 素 符 号(式(
5.142))に展 開 さ れ る た め,定 理5.21の 場 合 に等 しい.法pに 関 し て 一3が原 始 根
一92一
で あ るか ら・P≒1(mod3)なる ことに注 意 して ・ これ らの素 符 号の 重 町の 最 少値
wは,式(5.144)の第1,第2式 で 与 え られ 弓.す な わ ち,
・={::㌫f;1:::瓢li(1漏醐 _
部分 符号A2pi・G(pα'iq)を考 え る.こ れ は,定 理5.20の証明 にお け る部分 符





次 に,部 分 符 号Apiq・(2Pα一i)を考 え る.こ れ ら の 素 符 号 の 動 の 副 、値.は,
定 理5.10の 素 符 号 の 重 み(式(5.54))の(q。1)倍で 与 え られ, ,
・=(Pα 一2Pα一1)(q-1)/3(5.162)
で あ る.ま た,部 分 符 号A2piq・G(Pα'i)につ い て も 同 様 で あ り,こ れ ら の 素 符 号




部 分 符 号Apα ・G(2q)につ い て は,(1)の 場 合(式(5.149))と 同 様 で あ り,、こ の
素 符 号 の 重 みwは,
・={::1二:1:1:::訟::lil翻
)一






最 後 に,Apαq・G(2)=(3n-1)/2=(11…1)sTであ り,こ の 符 号 語 の 重 み は,
・=,=(Pα 一Pα 一1)(q-1)/2(5.166)
で あ る.
以 上,式(5.160)～(5.166)によ り,式(5.159)を得 る.(証 明 終)
5.8符 号 語 数B=α β2α βで 規 定 さ れ る符 号
(1)B.Pαqβ
p,qは相 異 な る5以 上 の 素 数,α,β は2以 上 の 整 数 で あ る.法B=pαqβ に 関 す る
既 約 剰 余 系G(pαqβ)の 位 数 は,
9(Pαqβ)=(Pα 一Pα'1)(qβ一qβ 薗1)(5.167)
α βで 規 定 さ れ る符 号I






の よ う に,(α+1)(β+1)個の 部 分 符 号 に 分 解 さ れ る.以 下 で は,
(1)法pα,qβ に 関 して3が 原 始 根 で あ る場 合,
(2)法Pα 燗 し て3が 原 始 根 で あ り,法qβ に 関 し て3で な く 一3が原 始 根 で あ る場
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合,
の2つ につ いて検 討 す る.い ず れ に して も,法Pαqβ に関 す る原 始根 は存在 しな
い.
(1)の場 合,(h)B.pqの 場 合 と 同 様,(Pα 一Pα'1,qβ一Pβ 一1)・2で,41(P-1)ま
た は41(q-1)な る条 件 を 付 け加 え る.こ の と き,
,=E(3,Pα,β)=LC隔[E(3,Pα),E(3,qβ)]




[禰5.12]法Pα,qβ に 関 し て3力 順 始 根 で あ り,(Pα 一Pα一1,qβ一qβ 一1)
ニ2,し か も,41(p-1)ま た は41(q-1)な ら,
39華.1(,。dpα'iqβj),39差.1(,。d2Pα 嗣iqβj),
(0.9.(Pα 一LPα 一i'1)(qβ'j-qβ 」-1)/2;
iニ0,1,…,α 一1,j=0,1,…,β 一1)) (5.170)
で あ る.
(証明)付 録参照 (証明終)
定 理5.14の 場 合 と 同 様,補 題 の 条 件 に お い て,41(p-1)ま だ は41(q-1)の
どち ら か 一 方 が 成 立 す る.補 題52に よ り,-3は 法pま た は 法qの ど ち らか 一 方 に
関 す る原 始 根 で あ る.こ の だ め,p≡q≡1(mod3)で は あ り得 な い し,ま た,p≡q
≡-1(mod3)でも な い.こ の た め,41(P-1)であ る と す る.こ の た め,P…-q…-1
(mod3)であ る こ と に 注 意 す れ ば,以 下 の 定 理 が 得 ら れ る.
[定理5.24]法Pα,qβ 燗 し て3が 原 始 根 で あ っ て,(Pα一Pα'1,qβ一qβ一1)
一95一




(証 明)は じ め に,部 分 符 号Apiqj・G(Pαiqβ 一」),(i.。,1,_,α.1,j。 。,
1,…,β 一1)を検 討 す る.定 理 の 条 件 か ら,
9(Pα 一iqβ'j)=(,α 一i-Pα 一i'1)(qβ'」-qβ 」騨1),
E(3,Pα暉iqβ一」)=(Pα 一i-Pα+1)(qβ'」-qβj-1)/2
=9(Pα 一iqβ'j)/2(5.172)
で あ る か ら,G(Pα 騨iqβ'」)は,2個 の コ セ ッ ト暇 開 さ れ,補 題5.15に よ り,
こ の 部 分 符 号 は,重 み の 等 し い2個 の 素 符 号 に 分 解 さ れ る.符 号 長nがE(3,
pα 一iqβ'」)のpiqj倍 で あ る か ら,こ れ ら の 素 符 号 の 重 みwは,
、=piqjX(1/2)×#{,1。 ∈G(Pα'iqβ 一j),(3,。).1}
α 一iβ 一jで 与 え ら れ る
.G(p)は,集 合q
S1={±klk.1,2,_,(Pα 一iqβ.j-1)/2}




を 除 き,pqの 倍 数 の 集 合
S、={±pqklk.1,2,_,(Pα'i'1qβj'L1)/2}
を加 え て 補 正 し た も の で あ る.こ れ ら(S1～S4)の 元 の うち,そ れ ぞ れ か ら3の 倍
数 を 除 き,残 さ れ た 元 の 個 数 そ れ ぞ れW1～ 物 とす る と,こ れ ら に 属 す る 素 符 号 の
重 みw(i)は
w(i)=piqj(w1-w2-w3十w4)/2














(Pα_Pα 一1)(qβ一qβ 一1)/3,(そ の 他)
で あ る.w(i,j)の 最 小 値w'は,
"={::∵::μ:1艦急1謝一
で あ る.さ らに,定 理 の 条 件 に よ り,pきq(mod3)であ るか ら,こ れ らの 部 分 符 号
に 属 す る 素 符 号 の 重 み の 最 小 値Wは,
、=(Pα 一Pα 一1)(qβ一qβ"1)/3(5.174)
で あ る.
次 に,部 分 符 号A,iqβ・G(Pαi),(i・,1,…,α 一1)を検 討 す る.法Pα に 関 し
て3が 原 始 根 で あ る か ら,補 題5.3こ こよ り,3は 法Pαi,(i・0,1,・..,α.1)燗し
て も 原 始 根 で あ る.こ の た め,こ れ らの 部 分 符 号 は そ れ ぞ れ が 強 巡 回 的 な 素 符 号
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で あ る.こ れ ら の 素 符 号 の 重 みw(i)は,
・(i)=pi(qβ 一qβ 儘1)/2×#{,1,∈G(Pα 一i)}
で与 え られ る.こ の 最 小 値wは 定 理5.7の 式(5.37)の第2式 を 利 用 して,
・=(Pα 一Pα'1-2Pα"2)(qβ一qβ 一1)/3(5.175)
部 分 符 号Apαqj・G(qβ一」)を考 え る.こ れ は,上 の 部 分 符 号 と 同 様 に して,求
め る こ と が で き る.こ れ らの 素 符 号 の 重 み の 最 小 値wは,式(5.37)の第1式 に よ り,
、=(Pα 一Pα 一1)(qβ一qβ 一1)/3(5.176)
で 与 え ら れ る.
以 上,式(5.174)～(5.176)によ り,(5.171)を得 る.(証 明 終)
(2)の場 合 を考 え る.こ の と き,符 号 長nと 生 成 数Aは,(1)の 場 合 の 式(5.169)に
一 致 す る .
[補題5.16]法pα に 関 して3が 原 始 根 で あ り,法qβ に 関 して3で な く ・3が原




(証明)補 題5。15と 同 様 に して 証 明 さ れ る.(証 明 終)
[定理5.25]法pα に 関 して3が 原 始 根 で あ り,法qβ に 関 して3で な く 一3が原
始 根 で あ って,(pα 一pα一1,qβ一qβ'1)=2なら,B=pαqβ で 規 定 さ れ る符 号1自





(証明)は じめ に,部 分 符 号Apiqj・G(pα'iqβ'j),(i=0,1,…,α一1,j=0,
1,…,β 一1)を検 討 す る.定 理 の 条 件 か ら,
E(3,Pα柵iqβ'」)=(Pα'i-Pα'i-1)(qβ畠」-qβ'」-1)/2
=9(Pα 曜iqβj)/2
で あ るか ら,G(pα'iqβj)は,前 定 理 と 同 様,2個 の コ セ ッ トに展 開 さ れ,補 題
5.16によ り,こ の 部 分 符 号 は,重 み の 等 し い2個 の 素 符 号 に 分 解 さ れ る.こ れ ら
の 素 符 号 の 重 み の 最 小 値Wは,
・={::∵::::耀i:鴬禽1擶一
で あ る.









(Pα 一Pα 一1-2Pα 暉2)(qβ一qβ'1)/3,(
P≡-1(mod3),2P+1《q)
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これ ら の 素 符 号 の 重 み の 最 小 値Wは,
、=(Pα 一Pα 一1)(qβ一qβ 一1-2qβ92)/3
で 与 え られ る.




法B・2Pαqβに関 す る既約 剰 余系G(2Pαqβ)の位 数 は,
9(2Pαq)=(Pα 一Pα 一1)(qβ 一qβ'1)(5.182)












の よ う に,2(α+1)(β+1)個 の 部 分 符 号 に 分 解 さ れ る.以 下 で は,(1)と 同 様,
(1)法pα,qβに関 して3が原 始根 で あ る場合,
(2)法pαに 関 して3が原始 根 で あ り,法qβ に関 して3でな く一3が原始 根 で あ る場
合,
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の2つ につ い て検討 す る.い ずれ に して も,法2pαqβ に関 す る原 始 根 は存 在 しな
い.
　
(1)の場 合,(i)B。2pqの 場 合 と 同 様,(Pα 一Pα.1,qβ 一qβ01)・2で,41(P・1)





[定 理5.26]法Pα,qβ に 関 し て3が 原 始 根 で あ っ て,(Pα 一Pα一1,qβ一qβ.1)
=2で あ っ て,し か も,41(p-1)な ら,B=2pαqβ で 規 定 さ れ る 符 号1、 の 最 小 距
離 は
d。=(Pα 一2Pα 一1)(qβ一qβ 一1)/3(5.185)
で あ る.
(証明)は じめ に,部 分 符 号Apiq」・G(2Pα幽iqβ'j),(i・0,1,...,α一1;j.0,
1,…,β 一1)を考 え る.定 理 の 条 件 と補 題5.15に よ り,こ の 部 分 符 号 は重 み の 等 し
い2個 の 素 符 号 に展 開 さ れ る.G(2pα 一iqβ」)は,集 合
S1={±klk・1,2,…,Pα'iqβ"j}









を加 え,さ ら に,2pqの 倍 数 の 集 合
S、={±2pqklk・1,2,…,(Pα曜卜lqβ卿」"1-1)/2}
を 除 い て 補 正 した も の で あ る.集 合S1～S8の 各 々か ら3の 倍 数 を 除 い て 残 っ た 元















で あ る.こ れ らに属 す る素 符 号 の重 みWG,j)は
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、(i,j)=piqj×(1/2)×#{,1,∈G(2Pαq),(3,,).1}
=(piq」/2)×(、1-、 、一 、、一 、、+、,+、,+、,一 、、)
[(Pα一Pα 一1)(qβ一 β'1i」
[(Pα一Pα 噌1)(qβ一 β 一1i」
(Pα 一Pα 一1)(qβ_qβ'1)/3,(そ の 他)
α 一pα 一1)(qβ一qβ'1)/3
,(そ の 他)
β β 一1α 一1
lP≡q鞭,9d]紘 乍 β一」(,。d2))
lP…q～』ll,9d]≦%.i≒β.」(,。d2))
で あ る.w(i,j)の 最 小 値w,は,
¢={:1
_
で あ る.さ らに,定 理 の 条 件 に よ り,p≒1,q(mod3)であ る か ら,こ れ らの 部 分 符
号 に 属 す る素 符 号 の 重 み の 最 小 値wは,
・=(Pα 一P(5.187)
で あ る.
次 に,部 分 符 号A2pi,j・G(Pα騨iqβj)は定 理5.24の 部 分 符 号 と 同 じで あ り,
こ れ ら に 含 まれ る素 符 号 の 重 み の 最 小 値wは
・=(,α 一Pα1)(qβ 一qβ 一1)/3(5.188)
で あ る.
次 に,部 分 符 号A,i,β・G(2,α一i)を考 え る.こ れ は,定 理5.9の 部 分 符 号 と
同 様 で あ る.こ れ ら に 含 ま れ る素 符 号 の 重 み の 最 小 値wは,
・=(Pα 一2Pα 囎1)(qβ一qβ 巳1)/3(5 .189)
で あ る.同 様 に し て,部 分 符 号Apαq」・G(2qβ'j)に含 勲 る素 符 号 の 動 の 最4、
値wは,
・=(Pα 一Pα 一1)(,β一qβ 働1)/3(5.19。)
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で あ る.
次 に,部 分 符 号A2piq・G(Pα層i)は定 理5.24の 部 分 符 号Apiq。G(Pα'i)と同 じ
で あ り.こ れ ら の 素 符 号 の 最 小 重 みWは,
、=(Pα 一Pα'L2Pα'2)(qβ 一qβ'1)/3(5.191)
で あ る.同 様 に して.部 分 符 号A2pαqj。G(qβ 」)の素 符 号 の 重 み の 最 小 値uは,
、=(Pα 一Pα 一1)(qβ一qβ 一1)/3(5.192)
で 与 え ら れ る.
以 上,式(5.187)～(5.192)によ り,式(5.185)を得 る.(証 明 終)
(2)の場 合 を 考 え る.こ の と き,符 号 長nと 生 成 数Aは,(1)の 場 合 の 式(5.169)に
一 致 す る 。
[定理5.27]法pα に 関 し て3が 原 始 根 で あ り,法qβ に 関 して3で な く一3が原
始 根 で あ って,(Pα 一Pα曜1,qβ一qβ一1)ニ2なら.B=Pαqβ で 規 定 さ れ る符 号1。




(証 明)は じ め に,部 分 符 号Apiqj・G(2Pα 一iqβ一j),(i・。,1,...,α一1.j.0.
1,韓・.β1)を 検 討 す る.定 理 の 条 件 か ら,
E〈3,2Pα㌔ β'j)=(Pα 一1-Pα'i'1)(,βj-qβj-1)/2
=ψ(2Pα 『iqβj)/2
で あ るか ら.G(2Pα'iqβ'j)は,前 定 理 の 場 合 と同 様 。2個 の コ セ ッ トに展 開 さ
れ,補 題5.16に よ り.こ の 部 分 符 号 は,重 み の 等 し い2個 の 素 符 号 に 分 解 さ れ る.
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これ らの 素符 号 の重 みの 最小 値Wは,
・={::∵:1::∵鴬 急1講、 の
1
で あ る.ま た,部 分 符 号A2piqj・G(pα口lqβ.j)は定 理5.25と 同 じで あ る.こ れ
らの 素 符 号 の 重 み の 最 小 値Wは,
・={::∵1:::漏i:鴬急1擶一
で あ る.
次 に,部 分 符号Apiqβ・G(2pα印i)は前 定 理 の場合 と同 じで あ り,こ れ らの素 符
号 の重 み の最 小値wは
・={::ll罫il:1齢顎(P≡ ≡1(mod3
(P≡≡-1(mod):))一
で 与 え られ る.同 様 に,部 分 符 号A2piq・G(pα幽i)につ い て も 前 定 理 の 場 合 と同 じ
で あ り,こ れ らの 素 符 号 の 最 小 重 みWは,
、=(Pα 一Pα'L2Pα 聯2)(qβ一qβ 一1)/3(5.197)
部 分 符 号Apαqj・G(2qβ」)は,定 理5.10の 場 合 と同 様 に し て,こ れ らに 含 ま
れ る 素 符 号 の 重 み の 最 小 値wは,
、=(Pα 一Pα'1)(qβ一2qβ層1)/3 (5.198)
で 与 え られ る.ま た,部 分 符 号Apαqj・G(qβ'j)につ い て は,定 理5.8の 場 合 と
同 様 で あ り,こ れ らの 素 符 号 の 重 み の 最 小 値wは,
、=(Pα 一Pα 一1)(qβ一qβ 一L2qβ'2)/3
で 与 え られ る.





符号 語 数Bに よ り,最 小距 離 の算 定公 式(5.3節 ～5.8節)が 与 え られ た符
号 につ いて検 討 す る.そ こに示 した定 理(定 理5.1～5.27)はBに 対 す る条 件 が
複数 個組 み合 わ され た形 で あ るため,各 定理 に関す る符号 また はその 最小 距離 の
算 定 公式 を簡単 の ため 記号((a)～(面'))で呼ぶ こ とにす る.こ こに,英 小文字 の
右 肩 に つ いて い る'や"はBの 素 因数 の型 の2番 目,3番 目の定 理 に 関す るもの
で あ る.図5.1に お いて,こ れ らの符 号 の符号 語数Bと最 小距 離d。の 関係 を示 す.
これ らの 符号 の 符号 長nはG(B)の位 数9(B)または9(B)/2で与 え られ るもの で
あ る.こ の よ うな符 号 は,符 号語 数 に対 して最 大符 号長 また はそれ に次 ぐ符 号長
を持 つ も ので あ る.こ れ らはそ の部分 符 号の 全 てが1個 か2個 の素 符号 か らな り,
2個 の 素符 号 か らな る場 合 には さ らに両 素符 号の重 み が等 しい場 合 で あ る.し た
が って,こ の よ うな符 号 は,符 号 語数Bに対 す る最小 距離 の値d。/Bの限界 値2/3ま
た はそ れ に準 じ る大 きな 値 を持 つ もので あ る.図5.1に おいて,こ れ らの符 号 は,
d。!Bのとる値 に よって4本 の直線(d。/B=2/3,1/3,1/6,1/8)上の付 近 に分 か





また,図5.1の 各 点 ○,△,口,● 印 はそれ ぞ れ,(a),(a'),(b'),(g)型符
号 の 実 際 の最 小距 離 を示 す.
符 号 語数Bが2のぺ き乗 で表 され る(g)型符号 は,Bの 丁 度1/8,符号 長nの丁度 半
分 の最 小距 離 をもつ も ので あ る.符 号長 に対 す る最 小 距離 の値d。/nは,この(g)型
を 除 いて,す べ てd./n≒2/3であ り,こ れ は,実 際 に存在 す る符 号 の最小 距 離 の限















































































図5・1定 理5・1～5・27のBで 規 定 さ れ る巡 回ST-AN符 号 の 最 小 距 離
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表5.1定 理5.1,5.3,5.5の 巡 回ST-AN符 号 の例(pが5以 上の 素
数 で,法pに 関 して3が原始 根 で あ る と き,符 号 語 数B=p,2p,4pで規 定 さ
れ る符 号 の最 小距 離)
素数 符号長 巡 回ST-AN符 号 の 最小 距 離d.
P n=P-1 B=pの場 合 B=2pの場 合 B=4pの場 合
*5≡-1(mod3) 4 4 2 2
7≡1(mod3) 6 4 4
*17≡-1(mod3) 16 12 10 10
19三1(mod3) 18 12 12
*29≡-1(mod3) 28 20 18 18
31≡1(mod3) 30 20 20
43・・1(mod3) 42 28 28
*53≡-1(mod3) 52 36 34 34
79≡1(mod3) 78 52 52
*89≡-1(mod3) 88 60 58 58
*は 定 理5。5の 条 件41(p-1)を 満 た す 素 数p.
表5.2定 理5.2,5.4,5.6の 巡 回ST-AN符 号 の 例(pが5以 上 の 素
数 で,法pに 関 して3で な く一3が原 始 根 で あ る と き,符 号 語 数Bニp,2p,
4pで規 定 さ れ る符 号 の 最 小 距 離)
素 数
P
巡 回ST-AN符 号 の符 号長nと 最小 距離d.
B=pの場 合 B=2pの場 合 Bニ4pの場 合












































5-A.付 録;補 題 の 証明
(補題5.1の 証 明)対 偶 を証 明す る.5以 上 の素 数pに対 して,p…≡1(mod3)






す な わ ち,-3は 法pに 関 す る 平 方 剰 余 で あ る.こ の た め,
x2……-3(modp)
な る数xが 存 在 し,
(.3)9(P)/2…、g(P)≡1(,。d,),
す な わ ち,法pに 関 して 一3が属 す る ぺ き数 は ψ(p)/2=(p-1)/2以下 で あ っ て,-3は
原 始 根 で あ りえ な い.(証 明 終)
(補題5.2の 証 明)±3が と もに法pに関 す る原始 根 な ら,ど ち らも法pに 関






で あ る.し た が っ て,(P-1)/2は偶 数 で あ る.-3(ま た は3)が法Pに 関 す る原 始 根 な
ら,補 題3.2,3.3に よ り,法Pに 関 して3(ま た は 一3)が属 す る べ き数 は9(P)か
9(p)/2であ る.後 者 の 場 合,補 題3.3に よ り,～ρ(p)/2=(p-1)/2が奇 数 で あ る.
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これ は,条 件41(P-1)に反 す る.こ の ため,3(または 一3)も法Pに 関 して原 始根 で
な けれ ば な らな い 。(証 明終)
α 一1に 関 して3が 原 始 根 で あ る こ と を 示 せ ぱ 十 分 で あ(補題5
.3の 証 明)法p
α1 α 一1に 関 して3が 属 す る
べ き数 をE(3,pる.法P)と す る と,
3E(3・Pα1)=kpα 一1+1
で あ り,両 辺 をp乗 し て,
3pE(3・Pα'1)=(k,α一1+1)P
=1+(1)k・ α 一1+(1)(kpα賜')2+…+(1)(kpα 一1)P
≡1(m。dpα)
と な る.し た が っ て,E(3,Pα)=Pα 一Pα 一1はpE(3,Pα 一1)を,す な わ ち,
pα'1-pα'2はE(3.pα 一1)を整 除 す る.他 方,E(3,pα 一1)は ψ(pα"1)=pα 一1-
Pα 一2鰹 除 す る.こ の た め,
E(3,Pα'1)=Pα 層1-Pα'2=9(Pα 一1)
で あ り.さ ら に,一 般 に,
E(3,Pα一i)=Pα 一i-Pα 一i隅1=ψ(Pα 一i),(i。0,1,_,α.1)
が 成 立 す る.-3が 原 始 根 の 場 合 に つ い て も,同 様 で あ る.(証 明 終)
(補題5.4の 証 明)i=oの 場 合 は,補 題3.3に よ り明 らか で あ る.以 下,i
ニ1の場 合 に つ い て 証 明 す れ ば 十 分 で あ る.
3E(3・α)=k,α+1…1(,。dpα 一1)
な る正 整数kが存 在 す る.こ の ため,法Pα 一1に関 して3が属 す るべ き数E(3,Pα1
)はE(3,,α)鰹 除 し,E(3,Pα)=k・E(3,Pα"1)なる正 鋤k・ が 存 在 す る.さ ら に,
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3E(3・Pα一1)=,pα 一1+1
な る 正 整 数mが 存 在 し,
α 一1
3pE(3・P)=(,pα 一1+1)P≡1(,。dpα)
で あ る か ら,E(3,Pα)はpE(3,Pα 一1)を整 除 し,pE(3,Pα 一1)=m・E(3,Pα)なる 正
整 数m'が 存 在 す る.こ の た め,
pE(3,Pα'1)=,・E(3,Pα)=k・,・E(3,Pα 一1)
で あ り,さ ら に,pが 素 数 で あ る か ら,k'=1,m'=pであ る か,k'=p,m,=1,す な わ ち,
E(3,Pα'1)=E(3,Pα)。,(1/,)E(3,,α)
で あ る.E(3,Pα 一1)は ψ(Pα 一1)=,α 一LPα 摩2鰹 除 し,E(3,,α)=(Pα




で あ る.E(3,Pα)=Pα 一1(P-1)/2力埼 数 で あ る か ら,E(3,Pα 一1)=Pα.1(P
-D/2が 奇 数 で あ る こ と は 明 ら か で あ る .(証 明 終)




な る 正 整 数kが 存 在 す る.し た が っ て,E(3,Pα)=Pα 一Pα'1は,E(3,2Pα)鰹
除 す る.同 時 に,E(3,2Pα)は.9(2Pα)=Pα 一Pα 一1鰹 除 す る か ら,
E(3,2Pα)=Pα 一Pα1ニ9(Pα)
で あ る.
逆 に,法2pに 関 して3が 原 始 根 で あ る とす る.こ の と き,
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3E(3・Pα)=,pα+1
な る正 整 数,が 存 在 し,3E(3・Pα)が奇 数 で あ る か ら,,は 偶 数 で あ り,,.2,・な る
正 整 数m'が 存 在 す る.こ の た め,
3E(3・Pα)-1=,・(2Pα)≡ 。(,。d2Pα)
で あ り,E(3,2Pα)=Pα一P酵'1はE(3,Pα)鰹 除 す る.同 時 に,E(3,Pα)は9(
pα)ニpα 一pα 一1を整 除 す る か ら,E(3,pα)=pα 一pα'1=9(pα)で あ る.
ま た,補 題5.3に よ り,3は 法pα 一iに関 す る 原 始 根 で あ る.し た が っ て,
E(3,2Pα'i)=LC凹{E(3,2),E(3,Pα冨i)}
=E(3,Pα 一i)=Pα 一LPα+1=9(Pα 一i)
で あ り,3は 法2pα'iに 関 し て 原 始 根 で あ る.-3が 原 始 根 の 場 合 に つ い て も 同 様 で
あ る.(証 明 終)




で あ る.こ の と き,329…1(,。d4,α 一i)であ る か ら,E(3.4Pα'i)=Pα 一i-
Pα 一i-1は29を整 除 し,29=m(Pα 一LPα 謄i4)な る 正 整 数mが 存 在 す る.こ の た め,
0<29=,(Pα 一i-Pα+1)<2(Pα 噌LPα 一i'1),
,ニ1,9=Pα'i-1(P.1)/2
α 一ト1で あ る
.仮 定 に よ り.41(p-1)で あ る か ら,g=2Xp(p-1)/2は 偶 数 で あ り,
E(3,4)=2の倍 数 で あ る.こ の た め,39≡1(mod4)と な り,式(a。1)に 矛 盾 す る.
(証 明 終)
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(補 題5.7の 証 明)39≡-1(mod4Pα 一i),(9く9<Pα繭i-Pα 一1-1)なる 正
整 数gを 仮 定 す る.こ の と き,
39+1…0(,。d4Pα 一i)…o(,。d4)≡0(,。dpα'i),
328≡1(,。d4Pα 暫i)(、.2)
で あ る.し た が っ て,E(3,4Pα 刷i)は29鰹 除 し,29=k(Pα 唄LPα 一i"1)なる 正
整 数kが 存 在 す る.こ の た め,
0<29=k(Pα 一LPα 一i-1)<2(Pα'i-Pα 一i-1),
k=1,
9=(Pα'LPα 一i'1)/2=E(3,Pα 一i)
で あ る.こ れ は,式(a.2)の38+1≡0(modpα 一i)ζこ矛 盾 す る.(証 明 終)
(補 題5.10の 証 明)39≡1(modpq)を 仮 定 す る と,
39+1≡0(m。dp)
…0(田odq)(a.3)
で あ り,329…1(,。dpq)で あ る.し 勧 ・っ て,E(3,pq)=(P-1)(q-1)/2は29雄
除 し,2gニk(p-1)(q-1)/2なる 整 数kが 存 在 す る.こ の と き,
0<2g==k(p-1)(q-1)/2<(p-1)(q-1),
k=1,gニ(p-1)(q-1)/4
で あ る.4がp-1ま た はq-1を 整 除 す る な ら,8はE(3,q)=q-1ま た はE(3,p)=p-1の
倍 数 で あ っ て,式(a.3)に 矛 盾 す る.式(5.89)の 第2式 も 同 様 に し て 証 明 で き る.
(証 明 終)




で あ り,329≡1(,。dpq)で あ る.し 勧 艦っ て,E(3,pq)=(P・1)(q4)ノ2は29を 整
除 し,2g=k(p-1)(q-1)/2なる 整 数kが 存 在 す る.こ の と き,
0<2g==k(p-1)(q-1)/2<(p-1)(q-1),
k=1,g=(p-1)(q-1)/4
で あ る.こ のgはE(3,q)=(q-1)/2の 倍 数 で あ っ て,39E1(modq)と な り,式(
a.4)に矛 盾 す る.式(5.97)の 第2式 も 同 様 に し て 証 明 で き る.(証 明 終)
(補題5」5の 証 明)39卑.1(,。dpα 一i誇 」)を仮 定 す ると,
39+1≡ 。(,。dpα'i)≡(,。dqβ 一j),(・.5)
329≡1(。 。dpα 一iqβ"j)
で あ る か ら,E(3,Pα'iqβ 一j)=(Pα 一LPα+1)(qβ 犀jqβ 辱」餌1)/2は29鰹
除 す る.こ の た め,
9=(Pα 一i-Pα}卜1)(qβ 曽jqβ 一」弓1)/4
で あ る が,41(P-1)ま た は41(q.1)で あ る か ら,gはE(3,qβ 一j)=(qβ 岬」-
qβ 偶j-1)ま た はE(3,pα 甲i)=pα'Lpβj'1)の 倍 数 で あ る.し た が っ て,39
…1(modqβ'j)ま た は39≡1(modpα 一i)で あ っ て,式(a.5)に 矛 盾 す る.ま た,




第3章 で述 べ た一一般 のST-AN符 号 の中 に は,巡 回ST-AN符 号 で はな い
が,生 成数 と符 号語 数 との積 が3・+1の形 で表 され る負 巡 回ST-AN符 号 が存 在
す る ・まず,法3・+1に関 す る演 算 と負 巡 回 けた移動 を定義 し,こ の ような符号 に
対 して,法3叶1に 関 す るモジ ュラ距 離 を導 入 し.こ の 符号 の 基礎理 論 を述 べ る.
同 時 に,巡 回ST-AN符 号 との 関係 につ いて も述 べ る.こ れ に基 づ き,第5章
の巡 回ST-AN符 号 の最 小距 離 に関 す る結果 を利 用 して,負 巡 回ST-AN符
号 の最 小距 離 を算 定 す る公 式 を示 す.前 章 で述 べ た巡 回ST-AN符 号 の符号長
nと 区別 す るため,以 下 に述 べ る符 号 の符号 長 をhで 表 す ことにす る.
6.2負 巡 回 け た移 動 と負巡 回ST-AN符 号
は じめ に,ST表 現hけ た上 に お い て,法3h+1に 関 す る加 算 を 検 討 して お く.2整
数N1とN2の 法3h+1に関 す る 加 算 は,算 術 加 算N1+N2の 法3h+1に関 す る絶 対 最
小 剰 余,す な わ ち,
(N1十N2)mod(3h+1)
で あ る.こ の と き,算 術 加 算N1+N2は 高 々(h+1)けた で 表 さ れ,整 数 商Q(=0ま
た は ±1)が存 在 し て,法3h+1に 関 す る加 算 は,
(N1+N2)mod(3h+1)=N!+N2-(3h+1)Q
で あ る.
hけた のST表 現 で 表 す こ と が で き る整 数Nの 範 囲 は,
-3;+1<N〈31+1(6 ・1)
で あ る.ST表現hけ た上 で この加 算 を実現 す る場 合,算 術加算 に よる最 高位 の け た
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(3h-1のけた)か らの け た上 げが あ れば,こ れ の正 負 の符 号 を置 き換 えた もの を 最
下 位 の けた に加 え る ことに よ り実 行 され る(図6.1)。 これ は,法3・-1に関 す る加
算 にお け る循 環 け た上 げ に対 応 す る もの で あ り,負 循 環 けた上 げ と い うこ とに す
る.た だ し,
(N1+N2)mod(3h+1)=±(3h+1)/2
の 場合,こ れ をhけた で表現 す る こ とがで きな い.こ の ため,負 循 環 け た上 げ が実
行 され るが,こ れ に よって,ま た,新 たな負 循環 け た上 げ を生 む とい う不 都 合 を
生 じる.す な わち,ST表現hけ た上 で,(11…1)sTと(ll…1)sTが限 りな く繰 り返
され,加 算 が完 了 され な い.こ れ を避 け るため,こ れ らを(00…0)STに置 数 す る
な どの特別 な措 置 を必要 とす る.こ の よ うに して も,モ ジ ュ ラ距 離 に 関 して三 角
不 等式 が成 立 す る ことは明 らかで あ る.
式(6.Dで表 され る範囲 の整 数Nに 対 して負 巡 回 けた移 動 が以 下 の よう に定 義 さ
れ る.
[定義6.1]hけ た のST表現 で 表 さ れ る 整 数 を
N=(ah.1ah.2…ao)ST
と す る.こ の と き,整 数
N,=(ah-2…a日 互h-1)ST
をNの 負 巡 回 け た 移 動 と い う.
hけた のST表現 で 表 さ れ る任 意 の 整 数Nを 同 じ方 向 にh回 負 巡 回 け た移 動 す る こ
と に よ り,整 数 一Nが 得 られ る.こ れ を さ らにh回 負 巡 回 け た 移 動 す る こ と に よ り
再 び,Nが 得 られ るか ら,(2h-1)回負 巡 回 け た 移 動 す る こ と に よ り2h個 の 整 数 が
得 られ る.こ れ ら は,絶 対 値 の 等 し い正 と負 の 整 数 のh対 で あ る.負 巡 回 け た 移 動
の 考 え方 を 図6.2に 示 す.Nの 負 巡 回 け た移 動N'は,
N'==ah_23h-1十◆ ○.十ao3十 互h_1
=3N-ah .1(3h+1)(6 .2)
で あ るか ら,N'は,3Nの 法3h+1に関 す る絶 対 最 小 剰 余 で あ り,
N,=3Nmod(3h+1)(6.3)
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と表 す ことが で き る.
[定義6.2]ST-AN符 号 が負巡 回 け た移 動 の も とに閉 じて い る とき,こ
の符 号 を負 巡 回ST-AN符 号 とい う.
法3h+1に関 す る絶 対 最 小 完 全 剰 余 系
Z自・B={0,±1,±2,…,±(3h-1)ノ2,(3h+1)/2}
を考 え る.こ のZ臼 ・Bは,法3h+1に関 して 加 算 と乗 算 の も と に 環 を 成 す.3h+1を
整 除 す る 任 意 の 正 整 数 をA'と して,Zq・Bに お け るす べ て のA'の倍 数 か らな る部 分
集 合1自 ・に 着 目 す る.こ の と き,1ρ ・ は,整 数 の 環Z禽 ・Bにお い て パ で 生 成 さ れ
る イデ ィア ル を成 す.
Z臼・Bの元(3h+1)/2=(111…1)sTは,ST表現(h+1)けた を必 要 とす る た め,ST
表 現hけ た 上 で 負 巡 回 け た 移 動 を 定 義 で き な い が,Zq・Bか ら 元(3h+1)/2を除 い
た 集 合 をZ自 ・Bとす れ ば,Z配Bの 任 意 の 元 に 対 し て 負 巡 回 け た 移 動 を定 義 で き る.
(3h+1)/2がイデ ィ アル1ρ ・の 元 で な け れ ば,定 義6.2に よ り,1自 ・は.負 巡 回 け
た 移 動 の も と に 閉 じて お り,負 巡 回ST-AN符 号 で あ る.他 方,(3h+1)/2が
』 ・の 元 で あ れ ば,1自 ・か ら1個 の 元(3h+1)/2を除 い た 集 合 は 負 巡 回 け た 移 動 の も
とに 閉 じて お り,こ の よ う な 集 合 も ま た 負 巡 回ST-AN符 号 で あ る.後 者 の
場 合,イ デ ィ アル 』 ・は 負 巡 回ST-AN符 号 そ の も の で は な い が,こ の よ うな
負 巡 回ST-AN符 号 も イ デ ィ ア ル1q・ に 準 じ る も の と し て,便 宜 上.Iq・ で 表
す こ と に す る.
負 巡 回ST-AN符 号1自 ・ の 任 意 の 符 号 語A'N=(ah-1ah.2…ag)$Tとす る と き,
A'Nの1けた 左 負 巡 回 け た 移 動 は,式(6.2)に よ り.
(ah.2…a②互,-1)s・=A'N×3-ah-1(3h+1)
で あ る.こ れ はZε ・Bの元 で あ り,A'の 倍 数 で あ る か ら,lq・ の 元 で あ る.
負 巡 回ST-AN符 号1ρ ・の 生 成 数 をAン,符 号 長 をhと す れ ば,
A,B==3h十1(6.4)
な る 整 数Bが 存 在 して,こ の と き.(3,B)=1であ る ・情 報 整 数Nは 法Bに 関 す る絶 対
最 小 完 全 剰 余 系ZBの 元 で あ る ・ た だ し,B/2∈ZBな ら ・B/2を除 く も の と す る.
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こ の よ う な 集 合 をZBで 表 す.負 巡 回ST-AN符 号1臼,はZBの 元 のA'倍 か らな
る集 合 で あ り,Iq・ は
1∩・=A,・{eIe∈ZB,e≠B/2}
=A,・{ele∈ZB}(6.5)
の よ う に表 せ る.こ こ に,Bが 奇 数 な ら,B/2はZBの 元 で な く,Bは 符 号 語 数 を表
す.ま た,Bが 偶 数 な ら,B/2はZBの 元 で あ り,ZBは こ れ を 除 い た も の で あ る か
ら,B-1が 符 号 語 数 を表 す.
この よ う な 負 巡 回ST-AN符 号1自 ・の 分 解 は,巡 回ST-AN符 号Iqの 分
解(第4章2節 参 照)と ほ とん ど類 似 して お り,同 様 の 議 論 の 展 開 が 可 能 で あ る.
1ρ・は,巡 回ST-AN符 号 と同 様,Bの 約 数djに よ り,い く つ か の 部 分 符 号
A'd」・G(B/dj)に分 解 さ れ る.た だ し,A'B/2・G(2)=A'B/2は含 ま な い も の と す る.
さ ら に,こ れ らの 部 分 符 号 は,G(B/dj)の巡 回 部 分 群H(1>(B/dj)によ る コ セ ッ ト
展 開 を利 用 して,りj=～ ρ(B/dj)/E(3,B/dj)個の 素 符 号A'dj・H(`)(B/d」)に分 解 さ
れ る.こ の と き,各 素 符 号 は,そ こ に 含 まれ る符 号 語 の 任 意 の ひ と つ を負 巡 回 け
た移 動 し た も の で 尽 くさ れ る.ま た,lq・ の{0}以外 の 素 符 号 に 対 応 す る コ セ ッ ト
に お い て,ZBの 元eと 一eは必 ず 同 一 の コ セ ッ トに 属 す る.す な わ ち,1向 ・の 符 号
語A'Nと 一A'Nは同 じ素 符 号 に 属 す る.
例6.1生 成 数A'=193とす る と,193×34=38+1(第3章 表3.4参 照)に よ り,
ST-AN符 号 の 符 号 長hと 整 数Bが,
h=8,B=(38+1)/193=34





の よ う に,3個 の 部 分 符 号 に 展 開 さ れ る 。 こ の と き,3281・G(2)=(38+D/2は 含 ま
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れ な い.6562・G(1)は1個 の 符 号 語 か ら な り,
6562・G(1)=(00000000)sT
で あ る ・386・G(17)と193・G(34)は,9(17)=E(3,17)=16,9(34)=E(3,34)=16であ
る か ら,共 に1個 の 部 分 群 か ら な り,
G(17)ニH(1)(17),G(34)=H(1)(34)

















で あ り,こ れ ら16個の符号 語 は任 意 のひ とつ を負 巡 回 けた移 動 した もの で尽 くさ
れ る.
負 巡 回ST-AN符 号1∩ ・に対 して,法3h+1に関 す るモ ジ ュラST距離(第2章
参 照)を 導入 す る.こ の符 号 の最 小重 み と最 小距 離 は この モジ ュ ラ重 み,モ ジ ュ
ラ距離 に よ って,巡 回ST-AN符 号1ρ の場 合 と同様 に定 義 ざれ る.さ らに.
最 小距 離 と誤 り訂正 能 力 の関 係 につ いて も,モ ジ ュラ距 離 の性質2.9～2.11に
よ り,巡 回ST-AN符 号 の場 合(定 理4.2,系4.1)と 全 く同 様 な以下 の定
理 と系 が 成立 す る.
[定理6.1]最 小距 離d.がd+1以 上 の と き,そ の と きに限 って,d重 以下 の
す べて の算 術 誤 りの検 出が 可能 で あ る.ま た,d。が2t+1以 上 で あ るとき,そ の
と きに限 って,t重 以 下 のす べ ての算 術 誤 りの 訂正 が 可能 で あ る.
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(証明)(定 理4.2参 照)
[系6.1]最 小 距離d.がt+d+1以上 の と き,t重 以 下 のす ぺ ての 算 術誤 りを
訂 正 し,d(>t)重以下 の すべ て の算術 誤 りを検 出 す る ことが可 能 で あ る.(証 明 略)
6.3巡 回ST-AN符 号 との関 係
3と互 い に 素 な 正 整 数 をBと す る と き,
39+1≡0(m。dB)
を 満 た す 最 小 の 正 整 数gが 存 在 す る な ら,こ の よ うなgをG(3,B)で表 す.こ の と
き,符 号 長 と生 成 数 が
3h十lh==G(3,B),A,=(6。6)
B
で 与 え られ るST-AN符 号 は 負 巡 回ST-AN符 号Iq・ で あ る.G(3,B)は任 意
の 整 数Bに 対 して 常 に存 在 す る と い う わ け で は な い(第3章,表3.1のG(3,A)参
照)が,以 下 で は,こ の よ う なBに よ っ て 規 定 さ れ る 負 巡 回ST-AN符 号Iq・ を
考 え る.
あ る 整 数Bで 規 定 さ れ る 負 巡 回ST-AN符 号1∩ ・の 符 号 長hと 法Bに 関 して3が
属 す る べ き 数E(3,B)との 間 に は,
h=G(3,B)=E(3,B)/2(6.7)
が 成 立 す る.前 章 で 述 べ た よ う に,E(3,B)はBで規 定 さ れ る 巡 回ST--AN符 号 の
符 号 長nで あ る.Bで 規 定 さ れ る負 巡 回ST-AN符 号 が 存 在 す る な ら,同 じBで 規




で あ るか ら,両 符 号1∩,Iq・ の 生 成 数 の 間 に は,
A=A'(3h-1)
一121一
が 成 立 す る.し た が って,ZBの 任 意 の 元Nに 対 して,
AN==A,N(3h-1)=(A,N)3h十(-A,N)
で あ り,巡 回ST-AN符 号Iqの 符 号 語ANの 上 位hけ た は 負 巡 回ST-AN符 号
Iq・の 符 号 語A'Nであ り.下 位 のhけ た は1自 ・の 符 号 語 一A'Nであ る.し か も,こ れ
ら は 同 じ素 符 号 に属 す る.
例6.2先 の 例6.1の 負 巡 回ST-AN符 号 に 対 応 す る巡 回ST-AN符 号
は,符 号 語 数B=34,符号 長n=E(3,34)=16,生成 数A=(316-1)/34ニ1266080であ り,
lq=1266080・G(34)十2532160・G(17)
十21523360・G(2)十43046720・G(1)
の よ うに,4個 の 部 分 符 号 か ら な る.部 分 符 号1266080・G(34)は強 巡 回 的 な 素 符 号




で あ る.実 際,』 の 符 号 語 の 上 位8け た は 負 巡 回ST-AN符 号 』 ・の 符 号 語
193が,下 位 の8け た はIq・の 符 号 語 一193がそ れ ぞ れ 対 応 して い る.
3と互 い に 素 な 任 意 の 整 数Bに 対 し て,G(3,B)が常 に 存 在 す る と は 限 らな い が,
Bの約 数dj(ただ し,BとB/2を 除 く)の す ぺ て に 対 応 す る 部 分 群G(B/d」)に含 ま れ る
す べ て の コ セ ッ トH¢)(B/dj)にお い て.
e∈H(ρ(B/dj)← →-e∈H(の(B/dj)
を 満 た す と き,こ の よ う なBで 規 定 ざ れ る負 巡 回ST-AN符 号 が 必 ず 存 在 す る.




て お り,対 応 す るコセ ッ トにつ いて も,eと ℃ の対 が 同 じコ セ ッ トに属 して い る ・
したが って,こ の よ うな場合,同 じBで規 定 さ れ る負巡 回ST-AN符 号 が 存在 す
る.前 章 で 述べ た巡 回ST-AN符 号 の うち,こ の よ うな もの は,(a),(b),(d),
(e)の4つの型 で あ る.そ れぞ れ に対 応 す る負巡 回ST-AN符 号 の 最小 距 離 の算
定 に関 して,以 下 の定理 群 が成 立 す る.た だ し,pは5以 上 の素 数 とす る.
幽
[定理6.2]法pに 関 して3が 原 始 根 の と き,B=pで 規 定 さ れ る符 号lq・ の 符
号 長 と生 成 数 は,
h=(p-1)/2,A,=(3h+1)/p(6.8)
で あ り,そ の 最 小 距 離 は,
山={:1;}:二1::::illlld31:)(6・9)
で あ る.(証 明略)
[定理6.3]法pに 関 して3が 原 始 根 の と き,B=2pで規 定 さ れ る符 号1Ω ・の 符
号 長 と生 成 数 は,
h==(p-1)/2,A,=(3h+1)/(2p)(6.10)
で あ り,そ の 最 小 距 離 は,
山={:1:1:二:::::illlld3;:)(6・ll)
で あ る.(証 明 略)
(b)」齪(α は2以上の整数)
[定理6.4]法pα に 関 して3が 原 始 根 の と き,B=pα で 規 定 さ れ る符 号1自 ・
の 符 号 長 と生 成 数 は,
h=Pα(P-1)/2,A・=(3・+1)/Pα(6.12)
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[定理6.5]法Pα に 関 して3が 原 始 根 の と き,B=2Pαで規 定 さ れ る 符 号Iq・
の 符 号 長 と生 成 数 は,
h=Pα(P-1)/2,A・=(3・+1)/(2Pα)(6.14)
で あ り,そ の 最 小 距 離 は,
山={::1=:二i獄認 弱 ⑯励
で あ る.(証 明 略)
これ らの符 号 の誤 り訂正 能力 は符 号 長hに対 す る最 小距 離(d。/h)の値 が約2/3で
あ り,定 理6.2,6.3の 場合 は事 実 上 の限界 値 とな って お り,対 応 す る巡 回S
T-AN符 号 の 場合 と同 じ値 を もつ.こ れ ら以 外 のBで規 定 され る負 巡 回ST-A
N符 号 の最 小距 離 は,巡 回ST-AN符 号 の場 合 と同 様,電 子 計算 機 を用 いて5
章2節 の 算定 手 順 に基 づ い て組 織 的 に算定 す るこ とが で きる.
6.5結 言
負巡 回ST-AN符 号 は.任 意 の符 号語 数Bに対 して存在 す るわ けで はな い が,
Bで規 定 され る負巡 回ST-AN符 号 が 存在 す るな ら,同 じBで規 定 さ れ る巡 回S
T-AN符 号 が必 ず存在 す る.こ の よ うな符号 と対応 す る負 巡 回ST-AN符 号
の符 号 長 と生 成数 お よび 符号 語 の 関係 を示 した.と くに,Bの 約数 に基 づ く符号 の
分解 にお いて は.G(2)を除 いて,同 じG(B/dj)が対応 し,個 々に対 応 す る符 号語
が存 在 す る。 この よ うな巡 回ST-AN符 号 の結 果 の多 くを負巡 回ST-AN符
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号 に応 用 す るこ とが で き る.こ の ため,誤 り訂 正能 力 の大 きな符号 を容 易 に構 成
す る ことが で き る.ま た,ST表現 に基 づ く法3h+1に関 す る加減 算 や負 巡 回 け た移
動 の操 作 は,減 算 や負 数 の表 現 に補数 を用 い る2進の場 合 に比 べて 単純 で あ り,負
巡 回ST-AN符 号 は,2進 の負 巡 回AN符 号[18]より実 際的 で あ る と考 え られ
る.
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1
図6.1法3h+1に 関 す る加算 に伴 う負循 環 けた上 げ
一 ah-1 ah-2 ● ● ■ ●.● a1 a臼 ←
XI一
図6.2sr表 現hけ た上 の負 巡 回 け た移 動
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7立ST-AN、 ロ の 口
7.1緒 言
本 章 で は,3章 か ら6章 までに述 べ たST-AN符 号 の復 号 を提案 す る.は じ
め に ・一一般 的 なST-AN符 号 の誤 り訂 正 の原 理 と復 号方 法 に つい て述 べ る.次
ぎに,巡 回ST-AN符 号 の 誤 り訂正 の 原理 と これ に基 づ くエ ラー ・トラ ッ ピ ン
グ 復号 を提案 す る.代 数 的 巡 回符 号 の復号 方 法 と して 開発 され て い る窓 付 きエ ラ
ー ・トラ ッピ ング復 号[20]を巡 回ST -AN符 号 の場 合 に拡 張 す る .そ の復 号 手
順 を提案 す る.さ らに,個 々の巡 回ST-AN符 号 に対 して,こ れ らの復号 手順
が有効 で あ るか どうか を調査 す る簡 便 な一方 法 を示 し,窓 付 きエ ラー ・トラ ッ ピ
ング復 号 が有 効 な符 号の 例 を求 め る.ま た,6章 で述 べ た負 巡回ST-AN符 号
の復 号方 法 につ いて も,巡 回ST-AN符 号 の場 合 に準 じて これ らの復 号手 順が
適 用 で き るこ とを示 す.最 後 に,多 数 決 論理復 号 可能 な巡 回ST-AN符 号 の い
くつ かの ク ラ スにつ いて 述ぺ,そ れ らの復 号手 順 を示 す.
7.2ST-AN符 号 の 一般 的 な復 号
こ こ で 取 り扱 う算 術 誤 りEの 範 囲 を
一へト1εT(へ,d)/2<E〈 へト1$丁(へ.d)/2
と す る.符 号 語 姻 に算 術 誤 りEが 生 じて 受 信 語V=姻+Eを得 た と す る.こ の と き.へ
讐か らVま で のST算術 距 離 は.Ds・(AN,V)=WうT(E)で与 え られ る.
算 術 誤 りは.受 信 語 が ど の 符 号 語 に も 一 致 しな い こ と に よ り検 出 さ れ.ま た.
受 信 語 が 最 も 近 い 距 離 に あ る符 号 語 に 復 号 す る こ と に よ り訂 正 さ れ る.ST-A
N符 号 の 最 小 距 離(ST算 術 距 離 に基 づ く)と 誤 り訂 正 能 力 の 間 に は.定 理3 .3.
3.4お よび 系3。1が 成 立 す る.
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[定義7.1]受 信語Vの法 へに関 す る絶 対最 小 剰 余 をVのシ ン ドロー ム と いい.
S(、1)で表 す.




で あ る か ら.符 号 語ANに は 関 係 せ ず,算 術 誤 りEの み に よ っ て 定 ま る.
[定理7.1]検 出 可 能 なd重 以 下 の 算 術 誤 りE(≠0)の シ ン ドロ ー ム は0で な
い.
(証明)d重 以下 の 算術誤 りEはその 定義 に よ り,0<WsT(E)≦dであ るか ら.
Eは符号語 で は あ りえず,AはEを 整 除 しな い.(証 明終)
定 理3.4に 基 づ く訂正可 能 なt重以 下 の算 術 誤 りを正 当な誤 りとい う.
[定理7.2]正 当 なt重 以 下 の 誤 りEと そ の シ ン ドロ ー ム は一 対 一 に 対 応 す る.
(証明)相 異 な る正 当 な 誤 りEhE2の シ ン ドロ ー ム が 等 し く.S(E1)=S(E2)と
す る.こ の と き,E1-E2はAの 倍 数 で あ る か ら.WST(E1-E2)>2七で あ る.他 方.
El,E、のST算 術 重 み は 共 にt以 下 で あ る か ら,
～V・(Eと一E2)≦ 、VうT(El)十㌧V》T(E2)≦2t
な る矛 盾 を 生 じ る.そ れ ゆ え 。S(E1)≠S(Eので あ る.(証 明 終)
上 の 定 理 ここよ れ ば.七 重 以 下 の す べ て の 正 当 な 誤 り と そ の シ ン ドロ ー ム との 対 応
表 を 用 い て,こ れ らの 正 当 な 誤 り を 訂 正 す る こ と が で き る.こ の と き,
S(-E)=-S(E)
て あ る か ら,そ の まiを半 減 す る こ と が で き る.
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例 と して.へ=193で生 成 され るST-AN符 号 を 考 え る.表3.4に よ り・ 阿9T(
193.5)=34であ る か ら,情 報 整 数 の 範 囲 を 一17<N<17に限 れ ば,こ の 符 号 の 最 小 距
離 はd。ニ5であ り,-3281<E<3281なる範 囲 の2重 以 下 の 算 術 誤 りは す べ て 正 当 な 誤
りで あ る.こ れ ら の 正 当 な 誤 りと シ ン ドロ ー ム を 表7.1に 示 す.
[系7.1]E1を 正 当 な 七重 以 下 の 誤 り と し て.
E1==q皇A十S(E1)
と 表 す こ と が で き る.ま た,E2を
E2=q2へ 十S(E1),(一 ト1$T(A,2t+1)/2<q2<卜1きT(へ,2t+1)/2)
と す る.q2=q1の と き.そ の と き に 限 っ て.W$T(E2)≦tで あ る.
(証 明)q2=q1と す れ ば,明 ら か にE2=Elで あ り.W$・(E2)=Wε ・(E1)≦t
で あ る.q2≠qtで あ っ て 、W5T(E2)≦tと す る.こ の と き.E2は 正 当 な 誤 り で あ っ
て.S(E2)・=S(Ei)であ る.二 れ は,定 理7.2に 矛 盾 す る.(証 明 終)
正 当 なt重 以 下 の 誤 りEが 符 号 語ANに 生 じて 受 信 語 〉=姻+Eを得 た と す る.受 信 語
Vの シ ン ドロ ー ムS(V)は.Vを ・、で 割 って 。 そ の 絶 対 最 小 剰 余 を と る こ と に よ り求 め
る こ と が で き る.こ のS(V)に順 次.
qへ禽(q=0.±1,±2,0◆・.±(NST(A.2t+1)-2)/2)
を 加 算 して.各qA+S(V)のST算術 重 み を求 め.そ の 値 がt以 下 に な れ ば.そ の よ う
なq鮭S(V)が実 際 に 発 生 し た 算 術 誤 りEで あ る.
先 の 例 で 示 したA=193で生 成 さ れ る2重 誤 り訂 正ST-AN符 号 の 場 合 を考 え る.
正 当 な 誤 りE=648=(01010000)～・が符 号 語ANニ386に生 じて.受 信 語V=1034を得 た と
す る.こ の と き.S(V)は69=(10110)～Tであ り.W～T(S(V))>2であ る か ら.S(V)自
身 が 正 当 な 誤 りで は な い.順 次,以 下 の よ う にqへ+SG)を求 め る.




q=3の と き,そ のST算 術 重 みW,T(3A+S(V))が2以下 と な る.こ の た め,実 際 に 生
じ た 算 術 誤 りはE=3A+S(V)=648であ り,受 信 語V=1034からE=648を引 算 す る こ
と に よ り.符 号 語AN=386を復 元 で き る.
7.3巡 回ST-AN符 号 の復 号
こ 二で取 り扱 う算 術 誤 りEは,雑 音 や装 置 の障 害 の ため,符 号語ANに算 術 的 に加
え られ るST表現11けた以下 の正 負 の整数 であ る.受 信 語 をVと すれば,V執N+εで与
え られ る.こ の とき,姻 か らVまでの モジ ュラST距離 は.
D円、丁(へN,〉)=W嘔T(E)=、V～T(E)
で 与 え られ る.巡 回ST-AN符 号 の最 小距 離(法3n-1に関 す るモ ジ ュラST距離
に 基 づ く)と 誤 り訂正 能 力の 間 には,定 理4.2.お よび 系4.1が 成立 す る.こ
れ らの定 理 と系 に基 づ く訂正可 能 な算 術誤 りを正 当な誤 りとい う.巡 回ST-A
N符 号 にお いて も,一 般 のST-AN符 号 と同様,正 当な誤 りEと その シ ン ドロ
ー ムS(E)に対 して ,定 理7.1.7.2が 成立 す る.
巡 回ST-AN符 号 の任 意の符 号 語ANを巡 回 け た移動 したもの は また符号 語 て
あ って 、 、の 倍数 で あ る.正 当 な誤 りEの巡 回 けた移 動 は同 じ算 術 重 み をも つ正 当
だ誤 りて あ る.Eお よび その巡 回 けた移 動(合 計n個)の 正 当 な誤 りを巡 回的 に等
価ゾ1礎りとい う.正 当な 誤 りEおよび 巡 回 的 に等 価 な誤 りの うち.絶 対 値 が最 小 の
も的「、,をEの絶 対最 小巡 回 シフ トとい う.
ず へでの 正 当な誤 りか らこの よ うなE,,を抜 き出 し,こ れ らの シン ドロ ームS(
E。)との 対 応表 と巡 回 けた移動 を利 用 して.誤 りの訂 正 が可 能 で あ る[12].この方
法 は,前 節 に述 べたE-S(E)対応表 の み に よ る方 法 に比 べ て,そ の対 応表 を小 さ く
で きる.
7.3.1エ ラ ー ・ トラ ッ ピ ン グ 復 号
[定理7・3]正 当 なt重誤 りEが法Aに関 す る絶 対最 小 完全 剰 余 系Z自に 属 さ な
いな ら・Eのシン ドロームS(E)の算術 重 みWST(S(E))はt+1以上 で あ る .
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(証明)正 当 なt重 誤 りEの シ ン ドロ ー ム をS(E)とす る と,EがZqの 元 で な い
と き.
E=AQ十S(E),(Q≠0)
な る 整 数 商Qが 存 在 す る.嶋=ε 一S(E)は,0以 外 の 符 号 語 で あ り,そ の 算 術 重 み
は,定 理42に よ り.2t+1以上 で あ る.ま た,Eの 算 術 重 み がt以 下 で あ る か ら.
2七+1≦WST(E-S(E))
≦W～T(E)十W;T(S(E))≦ 七 十W3T(S(E))
で あ る.し た が って.七+1≦W$・(S(E))であ る.(証 明 終)
[系7.2]d重 誤 り検 出 七重 誤 り訂 正 符 号(d>t)にお い て,七+1≦W3・(E)≦dな
る算 術 誤 りEの シ ン ドロ ー ムS(E)の算 術 重 みW～T(S(E))はt+1以上 で あ る.
(証明)こ の よ う な 算 術 誤 りEがZ・ の 元 な ら,S(E)=Eで あ り,明 らか に.t
+1≦W,・(E)=W～T(S(E))であ る.EがZρ の 元 で な い な ら,
E=へ ⑪ 十S(E).(0≠0)
な る商qが 存 在 し.へQ=E-S(E)は0以 外 の 符 号 語 で あ る.し た が って,そ の 算 術 重
み は,系4.1に よ り.d+t+1以上 で あ る.ま た.W、 τ(E)≦dで あ る か ら.
d+t+1≦W～ τ(E-S(E))
≦W3T(E)十W～T(S(E))≦d十Wヨ ・(S(E))
で あ り.t+1≦w3丁(s(E))であ る.(証 明 終)
正 当 なt重以 下 の算 術誤 りEがZqに属 す るな ら.E=S(E)であ って.そ の算術 重
みは 七以 下 で あ る,逆 に.次 の系 が 成立 する.
[系7.3]正 当 な 七重 以 下 の 誤 りEを 生 じ た 受 信 語V=姻+Eの シ ン トロ ー ムS(V)





(証明)正 当 な 誤 りEがS(V)に等 し くな い と 仮 定 す る と,EはZ自 の 元 で は な い.
この と き.定 理7.3,系7.2に よ り,t+1≦W3T(S(E))であ る.こ れ は 仮 定 に 反
す る.(証 明 終)
正 当な誤 りEの絶 対 最小 巡 回 シフ トE。の すべ てがZqに 属 す る とは限 らな いが.
E.のすべ てがZ・に属 す る巡回ST-AN符 号 も存在 す る.た とえば.1重 誤 りの
絶 対最 小巡 回 シフ トε。は ±1のいずれ かで あ り.Zqの 元 で あ る.ま た,こ こで は.
ε.のす べて がZ自に属 す る2重 誤 り訂 正符 号 の場合 を示 す.
例7.1n=12,へ=7592=(101111111)sT,B=70の巡 回ST-AN符 号 は,最 小
距 離 がd,1=6であ り(第5章 参 照),2重 誤 りの 訂 正 と3重 誤 りの 検 出 が 可 能(t=2,d
=3)であ る.正 当 な 誤 りの 絶 対 最 小 巡 回 シ フ トの うち.最 大 の も の をE畔 で 表 す こ
と に ず る.E,。ニ(000001000001)sT=730はへ/2未満 で あ る か ら,E。xはZqの 元 で あ
る.そ れ ゆ え,1重 誤 りと2重 誤 りの 絶 対 最 小 巡 回 シ フ トE。の す べ て がZ自 の 元 で あ
る.
この ような巡回ST-AN符 号 に お いて は,定 理7.3.系7.3に 基 づ く次 の
復 号 手順 が適用 で きる.
《復 号 手 順7.1》
1.受 信 語V=Vaのシ ン ドロ ー ムS(Vの=0な ら,誤 りな し と して,V.へ.
S(V。)≠0なら.H.へ.
H.V図 また は そ のi回 左 巡 回 け た 移 動Viの シ ン ドロ ー ムS(Vi).(0≦i〈n)の算
術 重 み がW三T(S(>i))≦tなら,Vi-S(Vi)を計 算 し て,こ れ をi回 逆 巡 回 け
た 移 動 し た 後.V.へ,
W㌧T(S(Vi))〉七な ら,nLへ 。
皿.V,を1け た左 巡 回 け た 移 動 し,i=i+1とし て .i〈nなら,皿.へ,
iニnなら,Wへ.
IV.訂 正 不 能 な(t+1)重以 上 の 誤 りを 検 出.
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V.生 成数 へで 除算 す る.
以上 の復 号手 順 を 単純 エ ラー ・ トラ ッ ピング復 号 と呼ぶ ことに す る ・
例7.2例7.1の 巡 回ST-AN符 号 に お い て,符 号 語
AN=7592=(000101111111)sT
に,正 当 な2重 誤 り
E=157464=(101000000000)sT
が 加 わ っ て,受 信 語
V=165056ニ(101101111111)3T
を 得 た と す る.受 信 語 お よ び そ の 巡 回 け た 移 動Viと そ の シ ン ド ロ ー ムS(Vi)は 以 下





こ の 場 合.3回 左 巡 回 け た 移 動 し た 時 点 で,シ ン ド ロ ー ムS(V3)の算 術 重 み が2と な
る.レ た が っ て.V…-S(V3)を 計 算 し て,こ れ を3回 逆 巡 回 け た 移 動 す る こ と に よ
り.符 号 語 蝋 を 復 元 で き る.
[定理7.4]受 信 語 ま た は そ のi回 左 巡 回 け た 移 動Vh(iニo,L2,….n-1)のシ
ン ドロ ー ム をS(Vi)とす る と き,
～〈VI)==S(3S(Vi_ユ))(7.2)
で あ る.(証 明 略)
上 の 定理7.4に よ り.先 の単純 エ ラー ・トラ ツ ピン グ復号(復号 手 順7.1)を
少 し簡 単 に ず る ことが で きる.す なわ ち,受 信語V。の シ ン ドロー ム を求 め るの に.
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nけたの受 信語 を生 成数 て除 算 しなけれ ば な らな いが,受 信語 の左 巡 回 け た移 動
Viのンン ドローム を求 め る際 に は.>1よ りも けた数 の 小 さ いS(Vi-1)の3倍を生 成





をAで 除 算 して,
S〈、1)=3S(V臼)modへ=1638
を 得 る.こ こ で.3S(VH)を へで 割 って そ の 絶 対 最 小 剰 余 を 求 め る 際,そ の 時 の 商
は0か ま た は ±1で あ るか ら,絶 対 最 小 剰 余 を求 め る操 作 も ま た 簡 単 と な る.
7.3.2窓 付 き エ ラ ー ・ トラ ッ ピ ン グ 復 号
巡 回ST-AN符 号 に よ って は,復 号手1順7.1で示 した単 純 土 ラー ・トラ ッ ビ
ング で は訂 正 で きな い正 当な誤 りが存 在 す る場合 が あ る.す な わち,正 当な誤 り
Eの絶 対 最小巡 回 シ フ トがZRの 元 で なけ れば,定 理7.3に よ り,E.と巡 回的 に等
価 な誤 りの シ ン ドロー ムが こ とご と くt+1以 上 とな り,系7.3に 基 づ く単 純 エ
ラー ・トラ ッピン グで この よ うな正 当な誤 りを訂正 す るこ とは不 可能 であ る.以
下,こ の よ うな巡 回ST-AN符 号 の復 号 を考 え る.
単 純 エラ ー ・トラ ッピング で訂正 で きな い誤 りに対 す る絶対 最小 巡 回 シ フ トE.
とその シン ドロ ームS(E.)の対 応表 を併 用 す るエ ラー ・トラ ッ ピング復 号口2]が考
え られ る.そ の他 の方法 と して,検 査 窓 を用 い るエ ラー ・ トラ ッ ピング復 号 が あ
る.本 節 では,後 者 につ いて述 べ るが,い ずれ に して も,ま ず,正 当な誤 りの絶
対 最小 巡回 シ フ トE。の すべて がZ∩に属 す るか否 か に つ いて調 べ る必 要 が あ る.
正 当なt重 誤 りE.のうち,最 大 の もの をEmxで表 す こ とに す る.こ の とき ,E.,
<A/2なら,す べて のt重以 下の 正 当な 誤 りの絶 対 最小 巡 回 シ フ トはZqに 属 し,こ
の よ うな誤 りを単純 エ ラー ・トラ ッ ビン グで訂 正 可能 で あ る.こ の た め,tの 種 々
の値 に対 して,E.,を検討 す る.符 号 長 が
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n=qt十r,(0≦r<t)(7。3)
で 表 さ れ る と き,Em×は,q,t,rに よ って 表7.2の よ う に 分 類 さ れ る ・ この 表
で.E.,と そ の パ タ ー ン(E.,のST表現)に お い て,Xはq-1個 の"0"と1個 の,'
1"の 長 さqの 系 列(00…01)を 表 す も の と す る.
例7.3nニll,へ=3851.B=46.d。=7の巡 回ST-AN符 号(第5章 参 照)は ・
定 理4.3に よ り,3重 誤 りの 訂 正 が 可 能 で あ る.t=3と す る と,式(7・3)に よ り,
q=3.r=2とな る.表7.2か ら,
Em〆=(00010001001)sTニ37+3含+1=2215>へ/2
で あ る.さ ら に.t=2と す る と.q=5,「=1であ る か ら,
Em,=(00000100001)sT=35+1==244〈A/2
を 得 る.し た が っ て.一 部 の3重 誤 りの み が 単 純 エ ラ ー ・ トラ ッ ピ ン グ で 訂 正 さ れ
な い.3重 誤 りの 絶 対 最 小 巡 回 シ フ トE.のうち,lE,,[>A/2を 満 た す も の を 調 べ
る.た だ し.E。の パ ター ン に お い て,同 じ3け た に 非 零 け た を も つ も の は23個存 在
す る が.非 零 け た の す べ て が"1"のE。 の み を 調 べ れ ば 十 分 で あ る 。3重 誤 りの 絶
対 最 小 巡 回 シ フ トの う ち.Zqに 属 さ な いE。の す べ て に誤 り ±37があ る.そ の シ ン

















例7.3の 符 号 に おい て,Z・ に属 さな い絶 対最 小巡 回 シ フ トの す べ て が37の け
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たに誤 り±37があ る.こ の37のけ た を受 信 語 お よび その巡 回 け た移動 か ら取 り除
いて おけば,依 然 と して残 って い る2重誤 りE、,=E。±37は,A!2未満 で あ り,単 純 ヱ
ラー ・トラ ッピ ングで訂 正 す る こと が可 能 とな る.
この よ うな けた を検査 窓 あ るい は単 に窓 とい うこと にす る,検 査窓 が3』の け た
1カ所 の場合 の復 号 手1順を以 下 に示 す.
《復 号 手 順7.2》
1.受 信 語V臼 の シ ン ド ロ ー ムS(Vの が0な ら,誤 り な し と し て,V.へ,S(V2)≠
0な ら.H.へ.
H,%ま た は そ のi回 左 巡 回 け た 移 動Viの シ ン ド ロ ー ムS(Vi),(0≦i<n)の 算 術
重 み がW⊃T(S(Vi))≦七な ら.復 号 手 順7.1(H.皿)で 誤 り を 訂 正 し だ の
ち,Vへ.た だ し,W$T(S(V}))>t,(i=0.1,…,n-1)な ら.i=0と し て 皿 へ.
皿.V'i=Vi±3kの シ ン ドロ ー ムS(V',),(0≦i〈n)を 計 算 す る.こ れ ら のST重
み がWミ ・(S(V}))≦七一1な ら 。 復 号 手 順7.1(H.皿)で 誤 り を 訂 正 し た の
ち,Vへ.た だ し,WsT(S(V,i))〉 七一1,(i=0,1,….n-1)なら.IVへ.
IV.訂 正 不 能 な 誤 り を 検 出.
V.生 成 数 へで 除 算 す る.
以上の ような復 号手 順 を窓付 きエ ラー ・トrシッ ピ ング復 号 と呼ぶ こ とにす る.
例7.4例7.3の 巡 回ST-AN符 号 で,Z、 に 属 さ な い す べ て のE.が37のけ
た に 最 高 位 の 非 零 を も つ か ら,こ の 位 置 に 検 査 窓 を 設 け る.こ れ ら のE.の37のけ
た を0に す れ ば.結 果 と して 残 さ れ る2重 誤 りE.±37はす べ てZ自 に属 ず る か ら.




を 生 し て,受 信 語
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V=-15592=(01110101111)sT
が 得 ら れ た と す る.以 下 に,復 号 手 順7.2に 基 づ くVi,V'i,S(V'i)をi=0か ら














を2回 逆 巡 回 け た 移 動 し て.符 号 語 鯛 に 復 元 さ れ る.
上 の 復 号 手 順7.2のS(V'i)を 求 め る際,
V,imodA==[VimodA±3レ 旧odA]modミ
で あ るか ら.V'i=V}±3kの法Aに 関 す る絶 対 最 小 剰 余 を と る代 わ り に.±3kの シ
ン ドロ ー ム をV,の シ ン ドロ ー ム に加 算 し,こ れ の 法Aに 関 す る剰 余 を 計 算 して も よ
い.例7.4のS(V'1)に お い て.±37=±2187の シ ン ドロ ー ム は.S(±37)=午1664
で あ る か ら.
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S(V,1)=[-564十(-1664)]mod3851=1623
を 得 る.以 上 の よ うな シ ン ドロ ー ム 間 で の 計 算 は,単 純 エ ラ ー ・ トラ ッ ビ ン グ の
場 合 と同 様,対 象 とな る数 値 の け 痘 数 をnよ り小 さ くで き る.
7.3.3検 査 窓 の 配 置
与 え られ た巡 回ST-AN符 号 に対 して,そ の符 号 長n,生 成 数A,誤 り訂 正能
力tか ら,E。xのパ ター ン(表7.2)を利用 して,以 上 述 べ たエ ラー ・トラッ ピン グ
復号(単 純,ま た は,窓 付 き)が 有 効 か ど うか を以 下 の順 序 で調査 す るこ とが で
き る.
(1)11,七,および表7.2か らZ自に属 さ な いt重以下 の正 当な誤 りのE。.を求 め
る.こ の よ うなE。xが存 在 しな ければ,こ の巡 回ST-AN符 号 の場 合,単 純
エラー ・小 ラ ッ ピング 《復 号手 順7.1》 で正 当な誤 りのす べて が訂 正可 能 で
あ る.E.,が存 在 すれば,次 へ.
(2)Z∩ に 属 さ な い 正 当 な 誤 りの 絶 対 最 小 巡 回 シ フ ト(E。.≧IE.1>A!2)を生
成 す る.た だ し,E。の う ち,非 零 け た が"1"の もの の み で よ い.
(3)(2)で生成 したE。の最大 値(正当なt重誤 りのE。x)に対 して,非 零最 高 位 の
けた に窓 を設 け る.こ の窓 に よ って訂正 可能 なE。を取 り除 く.こ の結 果,E。
が残 って いな ければ,こ の符号 の場 合,窓 付 きエ ラ ー ・トラ ッピ ング 《復号
手1順7.2》で正 当な誤 りの すべ てが 訂正 可能 で あ る.E.が残 って い るな ら,
この よ うなE。を表 示 して終 了 す る ことに す る.
上 の(3)の操 作 にお いて,窓 に よ りE。が取 り除 か れ るか ど うか を調 べ る方法 を以
下 の 例で示 す.
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例7.5 符号長,生 成数,符 号語数,最 小距離がそれぞれ,
n=20,A=12679216,B=275,d偏二12
の 巡 回ST-AN符 号 は5重 誤 りの 訂 正 が 可 能 で あ る. し た が っ て,tニ5,4,3,
… に 対 して ,E。xのパ タ ー ン は 表7.2に よ り得 る こ とが で き,(1)に よ り,こ れ





この結 果,5重 誤 りと4重 誤 りの一 部 が単純 エ ラ ー ・トラ ッビン グで訂 正 で きな


























































































まず,窓 は,こ れ らE.の最 大 値,す な わ ち,t=5の 場 合 の ε。,の非 零 最 高 位 の け
た316に設 け る.こ の 窓 に よ り,取 り除 か れ るE.を以 下 の よ う に して 調 べ る こ と が
で き る.こ れ はE.の非 零 け た"1"が316の け た に 来 る よ うE.を左 へ 巡 回 け た 移 動
し,こ の"1"を 除 い た 値E、(=(E。×3i)modAB-316,0≦i<n)を 求 め,こ れ と
A/2との 大 小 関 係 を 比 較 す る.こ の と き,E。がA/2未満 な ら,こ のE.を取 り除 く.
こ の 操 作 は 最 大t回(た だ し,iはn-1ま で)で あ り,こ の 間 で ε.がA/2未満 に な らな
け れ ば,そ の よ うなE,を残 す.こ れ らの ε.を以 下 に 示 す(一 部 省 略)・ こ こ で,
E.の316のけ た(窓)を"*"で 示 す.ま だ,対 応 す るE.の左 巡 回 け だ 移 動 し だ も の












































以上 の㌫ は すべ てA/2未満 とな り,こ の ため,E,のす べ て が取 り除 か れ る.こ の
結 果,窓 は316のけ た1ヶ 所 で充分 で あ る こ とが判 る。 したが って,上 の巡 回ST
一AN符 号 は ,k=16と して,窓 付 き エ ラ ー ・ トラ ッ ピ ン グ 《復 号 手 順7.2》 で
正当な誤りのすべてが訂正可能である.
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先 に述 べ た(3)の操作 の結 果,E。が残 って いれば,E。の最 大値(正 当なt重誤 りの
E・x)非零最 高位 の け た1個 だけで な く,さ らに2番 目,3番 目,… に窓 を設 け な
けれ ば,こ の ようなE。を取 り除 くこ とがで きな いこ とを意 味す る.こ の よ うな場
合.2番 目以降 の窓 の位 置 を決定 す る簡 便 な一 つの方 法 と して,残 って い る臨 の
最 大 値 に対 して,(3)の操 作 をE。が な くな るまで繰 り返 し行 う方 法(図7.1)が
考 え られ る.し か し,こ の方法 は窓 の個数 最小 を保 障 す るもの では な い.
い ずれ に して も,こ の よ うな窓 に よ り訂 正 され る正 当な 誤 りの 個数 が あ ま り増
えな いに もか かわ らず,復 号 手 順7.2の 皿 の繰 り返 し回 数 が多 くな り,復 号 手順
が複 雑 にな る.こ の よ うな場 合,窓 付 きエ ラー ・トラ ッビング復 号(検査窓 が2個
以上)は実 際 的で はな いが,最 も簡 単 な検査 窓 が2個 の場 合 の 復号手 順 を示 して お
く.こ れ は,検 査 窓 が1個 の場 合 の復 号手 順7.2の 皿 に おいて,窓 位 置kを代 え
て この操作 皿 を2回 繰 り返 す こ とにす る.す な わち,復 号手 順7,2の 皿 を以 下 の
皿,に置 き換 えれ ば よ い.
《復 号 手 順7.2'》
m'.V'i=Vl±316の シ ン ドロ ー ムS(V'i),(0≦i〈n)を計 算 す る.こ れ らのST
重 み がWs丁(S(Vi))≦t-1なら,復 号 手 順7.1(H,m)で 誤 りを 訂 正 した
の ち,Vへ.だ だ し,WsT(S(V'i))〉七一1,(i=0,1,…,n-1)なら,V"i=
Vi±314の シ ン ドロ ー ムS(V"i),(0≦i<n)に対 して,上 と 同 様 の 操 作 を 行
う.こ の 操 作(i=0,1,…,n-Dによ っ て も そ の 算 術 重 みWST(S(V"i))がt-
1以下 に な らな け れ ば,IVへ.
先 に述 べ だ検 査 窓 の配 置 を調 査 す る手 順(図7.1)に 基 づ き,符 号 長 の短 い符 号
(n≦25)につ いて 計算 機 を用 いて 調査 した.検 査窓 を必 要 とす る符 号 の例 を表7.
3に 示 す.こ こで,窓 を2カ 所以 上 必要 とす る符号 は存 在 しな か った.ま た,同
時 に2個 以上 の窓(k1,k2,…)を設 けて,受 信 語 また はそ の巡 回 シ フ トViに対 して,
V・、=V、±3k1±3k・±_
の シン ドロー ム を計算 しな ければ な らな い よ うな復 号 手順 を要 す る符 号 も またそ
の 符号 長 が25以下 に は存 在 しなか った ・ しか し,こ の場 合 にも復 号 の手 数 が さ ら
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に増 大 し,窓 の 効果 は一層 減少 す る と考 え られ る.
7.4'緬ST-AN・ 回 のz号
第6章 で述 べ た よ うに,あ る整 数Bで規定 され る負 巡 回ST-AN符 号 は同 じB
で規 定 され る巡 回ST-AN符 号 と構 造 的 に深 い関 連 を もつ.し たが って,そ の
復号 方法 に関 して も また同様 であ る と考 え られ る.前 に述 べ た巡 回ST-AN符
号 の単純 エ ラー ・トラ ッ ピン グ復 号 に対応 して,負 巡 回 けた移 動 とその シ ン ドロ
ー ム に よる復 号方 法 を提案 す る.
ここで取 り扱 う算術 誤 りεは,符 号 語パNに算 術 的 に加 え られ るST表現hけ た以 下
の正 負の 整数 で あ る.符 号 語A'Nから受信 語Vまで のモ ジ ュラST距離 は,
DN5T(へN,V)=WNsT(E)=WsT(E)
で与 え られ る.負 巡回ST一 へN符 号 の最小 距 離(法3h+1に関 す るモジ ュラST距
離 に基づ く)と 誤 り訂 正能 力の 問 には,定 理6.1,お よび 系6.1が 成立 す る.
これ らの定 理 と系 に基 づ く訂正 可能 な算 術誤 りを正 当な誤 りと い う.負 巡 回ST
-AN符 号 にお いて も ,一一般 のST-AN符 号 と同様 。正 当な誤 りEとその シン ド
ロー ムS(E)に対 して,定 理7.1,7。2が 成 立 す る.
負巡 回ST-AN符 号 の任 意 の符号 語A'Nを負 巡 回 け た移 動 した もの は まだ符 号
語 で あ って.パ の倍 数で あ る.正 当な誤 りEの負 巡 回 け た移 動 は 同 じ算術 重 み を も
つ正 当な誤 りで あ る.Eお よび その負 巡 回 けた移 動(合 計2h個)の 正 当な 誤 りを負
巡回 的 に等 価 な誤 りとい う.正 当な誤 りεお よび 負巡 回 的 に等価 な 誤 りの うち,絶
対 値 が最 小の も のE。をEの絶 対最小 負巡 回 シ フ トとい う.
前節 の巡 回ST-AN符 号の エラー ・トラ ッ ピン グ復 号 に関 す る定 理 と系(定理
7.3,系7.2,7.3)に 対 応 して,以 下 の定理 と系 が 成立 す る.法3h+1に 関 す
るモ ジ ュラST重み に対 して三 角不 等式 が 成立 す る(第2章 参 照)か ら,こ れ らの 証
明 は.前 節 の定理 等 の証 明 と全 く同様 であ る ため,こ れ らを省 略 す る.
[定理7.5]正 当な七重誤 りEが法A'に関 す る絶対 最 小完 全剰 余 系Z、 に属 さ
な いな ら,Eの シ ン ドロー ムS(E)の算 術 重みWs・(S(E))はt+1以上 で あ る.
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(証明略)
[系7.4]d重 誤 り検 出t重 誤 り訂 正 符 号(d>t)にお い て,t+1≦WsT(E)≦dな
る算 術 誤 りEの シ ン ドロ ー ムS(E)の算 術 重 みWST(S(E))はt+1以上 で あ る.
(証明 略)
正 当 なt重以 下 の算 術誤 りEがz、・に属 す るな ら.E=s(E)であ って.そ の算 術重
み はt以下 で あ る.逆 に,次 の 系 が成 立す る.






以上 の 定理 と系 に よ り,負 巡 回ST-AN符 号 に対 しても,復 号 手 順7.1に 類
似 の エ ラー ・トラ ッ ピン ゲ復 号 が有 効 で あ る.以 下 の復 号手順 は,復 号手 順7.1
の巡 回 け た移動 を負巡 回 け た移動 に,符 号長nをhに 置 き換 え たもの で あ る.
《復 号 手 順7.3》
1.受 信 語V=V巳の シ ン ドロ ー ムS(Vo)=0なら,誤 りな し と して,V.へ,
S(Vの≠0な ら,H.へ.
H.鴇 ま た は そ のi回 負 巡 回 け た移 動Viの シ ン ドロ ー ムs(Vi),(o≦i<h)の算 術
重 み がw～T(s(Vi))≦七な ら,Vrs(Vi)を 計 算 して.こ れ をi回 逆 負 巡 回 け
た 移 動 した 後.V.へ,
WST(S(Vi))〉七+1なら,皿.へ.
皿.Viを1け た 負 巡 回 け た移 動 し,i=i+1とし て.i<hな ら,π.へ,
i=hな ら,IVへ.
IV.訂 正 不 能 な(t+1)重以 上 の 誤 り を検 出.
V.生 成 数 ぺ で 除 算 す る.
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例7.6hニ8,B=34,ぺ=193=(00111011)今 ・ の 負 巡 回ST-AN符 号 は,最 小




を 生 じ て,受 信 語
V=841=(OlO11011)$T
を 得 た と す る.受 信 語 お よ び そ の 負 巡 回 け た 移 動Viと そ の シ ン ト ロ ー ムS(Vi)は 以






こ の 場 合,4回 負 巡 回 け た 移 動 し た 時 点 で.シ ン ド ロ ー ムS(V4)の 算 術 重 み が2と な




を4回 逆 負 巡 回 け た 移 動 す る こ と に よ り,符 号 語 パ を 復 元 で き る.
以 上 の例 か らも明 らか な よ うに.巡 回ST-AN符 号 の エ ラー ・ トラ ッ ピ ング
に準 じた負 巡 回 け た移 動 とその シ ン ドロ ーム に よ る誤 り訂正 が有効 で あ り,巡 回
ST-AN符 号 の復号 方法 と同様 の議論 の展 開 が可能 で あ る.こ の負 巡 回ST-
AN符 号の 場 合 にも,以 下 に例 示 す る よ うに検 査 窓 に よる窓 付 きエ ラー ・トラ ッ
ビ ン グ復号 が 菅効 な符 号が存 在 す る.こ の と き,窓 の最 適配 置 の 問題 も ま った く
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同 じ手 順 が適 用 で き る.
例7.7h=17,B=206,A'=626894の負 巡 回ST-AN符 号 は,最 小 距 離d・=
12であ り.4重 誤 りの 訂 正 が 可 能 で あ る.し た が って,t=4,3,… に 対 して ・
E。。の パ ター ン は 式(7.3)と表7.2に よ り得 る こ と が で き,こ れ ら のE・・を ぺ/2と




これ に よ り.一 部 の4重 誤 りの み が 単 純 エ ラー ・ トラ ッ ピ ン グ で 訂 正 で き な い こ
と が わ か る.こ れ らのE隙 に 基 づ き,1E。 ■ 〉 パ/2を 満 た す 非 零 け た が"1,,の






以 上 のE。す べ て312のけ た に"1"を も つ.こ の た め,窓 を3ユ2のけ た に 設 け る こ と
に よ り.正 当 な4重 以 下 の 誤 りの す べ て を 訂 正 す る こ と が で き る.
●
上 の例 で は,巡 回ST-AN符 号 の 窓付 きエ ラー ・トラ ッピ ン グ復号 手1順7.2
のnをh(=17)に,巡 回 けた移 動 を 負 巡 回 けた移 動 に置 き換 えた次 の 復 号手
順7.4(k=12として)が適 用 で き る.
《復 号 手 順7.4》
1.受 信 語V日の シ ン ドロ ー ムS(Vのが0な ら,誤 りな し と して.V.へ,S(Vの ≠
0な ら.H.へ.
H.糧 ま だ は そ のi回 負 巡 回 け た移 動Viの シ ン ドロ ー ムS(Vi).(0≦i<h)の算 術
重 み がW5T(S(V,))≦七な ら,復 号 手 順7.3(H』1)で 誤 りを 訂 正 し た の
ち,Vへ.た だ し.W3丁(S(Vi))〉七,(i=0,1,….h-1)なら.iニ0と して 皿 へ.
皿.V',=Vi±3レ の シ ン ドロ ー ムS(Vgl),(0≦i<h)を計 算 す る.こ れ ら のST重
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み がWST(S(Vi))≦t-1なら,復 号 手 順7.3(皿,皿)で 誤 り を訂 正 しだ の
ち,vへ.た だ し,wsT(s(v'1))〉七・1,(i=o,1,…,h-1)なら,Ivへ.
IV.訂 正 不 能 な 誤 りを検 出.
V.生 成 数 パ で 除 算 す る.
7.5多 数決論理復号可能な巡回ST-AN符 号の復号
符号 語 数Bに関す るべ き数 の倍 数 でそ の符 号 長 が定 め られ る巡 回ST-AN符 号
(第4章2節 の繰 り返 し符 号)は 冗長 度 は大 きいが.そ の最 小 距離 は,第5章 の
ような算 定手 順 を必 要 とせ ず,生 成数Aあ る いは 符 号語 数Bの 形 か ら容易 に定 ま
る[40].2進符 号で は,1.LEroshとS.L.Erosh[11]が.次に示 すAの形 の 基本 的 な




この符 号 の基 本 的な概 念 を巡 回ST-AN符 号 に拡 張 した もの をEE型 巡 回ST
-AN符 号 とい う.
さ らに,T.HwangとC.R.P.Har七mann[20]が提案 した もの は,以 下 の よ うなAの形
の もの で あ る.
A=(2m1±1)(2m2±1)(2n-1),(m1,,,,n1,,、;正整 数)
(2n1±1)(2n2±1)
同様 に,こ の符 号 を拡張 した もの をHH型 巡 回ST-AN符 号 とい う.
また,Liuら[5]は,多数決 論理 復号 可 能 な2進 巡 回AN符 号 とそ の復 号 方法 を
提案 して い る.こ の復号 方法 はその 手順 の簡 単 さか ら重 要 な復 号方 法 の ひ とつ で
あ る.上 のEE型 お よびHH型 巡 回ST-AN符 号 に対 して,多 数 決 論理 復 号 が
可 能な 代表 的な もの とその復 号 手順 を示 す.
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7.5.11段 多 数 決 論 理 復 号
符 号 長,生 成 数,お よび,そ の 符 号 語 数 が そ れ ぞ れ,
n=n、n、,、=(3n-1)/(3n1-1),
B=3n1-1,(n1,n2;正の 奇 数)(7.5)
で 与 え ら れ るEE型 巡 回ST-AN符 号 を 考 え る.こ の 符 号 の 任 意 の 符 号 語 姻 は,
AN=(3n1(n2-1)+3n1(・-2)+_+3・ ・+1)N(7.6)
の よ う に 表 さ れ る.情 報 整 数Nが 法Bに 関 す る絶 対 最 小 完 全 剰 余 系Z8の 元 で あ る か
ら.
一(3n'-1)/2<N≦(3n1-1)/2(7 .7)
で あ り,Nはn!け た 以 下 のST表 現 で 表 さ れ,ANのST表 現 は,NのST表 現 をn2回繰 り
返 した も の で あ る.こ の 符 号 の 最 小 距 離 はd.=n2で あ る.






n1iの よ う に表 せ る
.こ こ に,Ni.(i=0,L….nど1)はVのST表 現 に お け る3 の け
た か ら連 続 す る上 位n!け た のST表 現 で あ る.こ の よ うなNiを 受 信 語Vの 第iブ ロ ッ
ク と い う.
誤 りが な くE=0のと き は.当 然,す べ て の ブ ロ ッ ク がNに 一 致 す る.あ る ブ ロ ッ
ク に1重 誤 りE=±3・が 生 じ た場 合 を 考 え る.
一(3m-D/2<N〈(3nL1)/2の と き .符 号 語ANは 連 続 す るn1けた の 範 囲 に 必 ず
"0"か .あ る い は"1"(ま た は"1")の け た が あ り,1重 誤 りに よ る け た 上 が り
(また は け た 借 り〉 の 伝 搬 は そ の け た で 止 ま る.こ の た め.1重 誤 りに よ っ て こ
の よ う な 影 響 を 受 け る け た 数 はn上け た を 超 え な い.N=(3n!-1)/2=(11…1)3T
の と き.符 号 語 へNはnけた す べ て が"1"と な る.こ れ に1重 誤 りE=3・が生 じ る と.
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循 環 桁 上 げ の 操 作 に よ り全 け た に そ の 影 響 を も た ら し,そ の 結 果,受 信 語Vは3・の
け た が"0"に な り,そ れ 以 外 の け た は す べ て"1"と な る 。 し か し,3jの け た を
含 ま な い ブ ロ ッ ク に 着 目 す れ ば.
一(3nLD/2三(3nL1)/2(・ 。dB)
で あ るか ら,こ の よ う な ブ ロ ッ ク に 対 し て,"1"を,,1',と み な す こ と が で き る.
この よ う に す れ ば.1重 誤 りEの影 響 を受 け る け た を そ の 誤 り を含 む ブ ロ ッ ク(n1
け た)に 納 め る こ と が で き る.以 上 の こ と か ら,次 の 定 理 が 成 立 す る.
[定理7.6]受 信 語Vに お い て.
Ni=一(3n1-1)/2=(iii。.◆iii)ST
な るブ ロ ッ ク が あ れ ば,こ れ を
Nl=(3n・1)/2=(111…11D,T
と す る.こ の と き.す べ て の 符 号 語 へNに対 し て1重 誤 りに よ る影 響 は,n1け た を
超 え な い.(証 明 略)









に分 け る.す な わ ち,こ の 類Cjは,受 信 語Vの 各 ブ ロ ッ クNiの第jけ た の 集 合 で あ
る.C」 に お い て 隣 接 す る2け た は,VのST表 現 に お い て,n1け た だ け 離 れ て い る.
この た め,定 理7-6に よれ ば,1重 誤 り に よ ってC」 の2け た 以 上 が 影 響 を 受 け
る こ と は な い.誤 りを含 まな い 受 信 語(符 号 語)の 場 合 は,Cjのn2個 の 要 素 は
す へ て 等 しい.
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誤 りEのST算術重 み を
WST(E)≦〔(n2・1)/2〕
とす る.こ こに,〔X〕 はXを 超 えな い最大 の 整数 を表 す.Cjの 要素 の うち ・E
の 影響 を受 け るもの は 高 々,t(≦ 〔(n2-1)/2〕)個で あ り,Eの 影響 を受 けな いも
の の方 が多 い.
以 上 に よ り,次 の定 理 が成立 す る.
[定理7.7]式(7.5)で 表 され る巡回ST-AN符 号 にお いて,受 信語Vの各
類C、の 要素 間 の多 数決 を取 る こ とに よ り 〔(n2-1)/2〕重 以下 の す べて の算 術 誤 り
Eに対 して符 号 整数Nを正 し く復号 で きる.(証 明略)
式(7.5)で示 したEE型 巡 回ST-AN符 号 に対 して,定 理7.6,7.7に 基 づ
く次 の1段 多数 決論 理復 号 の手 順 が適 用 で き る.
《復 号 手 順7.5》
1.受 信 語VのST表 現 に お け るブ[1ッ クNh(i=0,1,…,n2-1)の中 で,n1け た
す べ て が"1"の ブ ロ ッ ク が あ れ ば,そ のn1け た す べ て を"1"に 置 き換 え
る.
H.1で 修 正 さ れ たVに 対 して,Cj,(j=0,1,…,n1-1)のそ れ ぞ れ の 類 のn2こ




に よ り復 号 さ れ る.
この と き,
WST(E)≦((n2-1)/2〕
な る算 術 誤 りに対 して 訂正 可能 で ある.こ の ような1段 多 数決 論理 復 号 が適 用 で
き るそ の 他の巡 回ST-AN符 号 の クラス を表7.4に 示 す.
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7.5.22段 多 数 決 論 理 復 号
符 号 長,生 成 数,お よ び,そ の 符 号 語 数 が そ れ ぞ れ,
,=2nln、,A=(3n-1)/(3nユ ー1)(3n2-1),
Bニ(3n1-1)(3n2-1),(n,,n2;正 の 奇 数)(7.8)
で 与 え ら れ るHH型 巡 回ST-AN符 号 を 考 え る.
受 信 語Vに(3n2-1)を 掛 け る と,
V(3n2-1)=AN(3n2-1)+E(3n2-D
=AIN+E(3n2-1)
こ こ に,A、=(3n-1)/(3n1-1)で あ る.上 式 に 対 し て,法ABに 関 す る 絶 対 最 小 剰
余 を と る と,
V(3n2-1),。dABニ(AINm。dへB+E1)m。dAB(7.9)
こ こ に,E,=E(3n2-1)modABで あ る.さ ら に,AINmodAB=AIN1と 表 す こ
と が で き る.こ の と き,AINユ はA1で 生 成 さ れ る 符 号 長nのEE型 巡 回ST-A
N符 号 と 考 え ら れ る.式(7.9)は 符 号 語AIN!に 算 術 誤 りE1を 生 じ た 受 信 語
〉ユ==AユN1十Eユ
の 法ABに 関 す る 絶 対 最 小 剰 余 で あ る.し た が っ て,
W、,(El>≦W、,(E(3n2-1))≦2W,T(E)
で あ り,ま た.
へ1N、=(3(2n2-1>n1+3(2n2-2)・ ・+_+3n1+1)N1
と 表 さ れ る こ と に よ り,
2、V$1(E)≦ 〔(2n2-1)/2〕(7 .10)
な ら ば,前 節 の 復 号 手 順7.5に よ り を 正 し く復 号 で き る .こ れ に よ り,AIN1を 復
元 て き る.ま た,式(7.9)に よ り,
E1≡V(3n2-1>一 へ、N1(,。dAB)
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で あ るか ら,
n2
E1=(V(3-1)modAB-AIN1)modAB
か ら,E1が 算 出 で き る.
次 に,E(3n2-1)を
E(3n2-1)=q×AB+r,(r・E,)
と お く と,
E=A、q+E1/(3n2-1).(A、 ・(3n-1)/(3n2-1))
と 表 す こ と が で き,
E1/(3n2-1),。dAB=(A、(q),。dAB+E)m。dAB(7.1D
で あ る.ま た,
A2(-q)=q,×AB十r,,(r,=A2(-q)modAB)
と お く と,A2(q)modAB=へ2N2と 表 す こ と が で き る.こ の と き,A2N2はA2
で 生 成 さ れ る 符 号 長nのEE型 巡 回ST-AN符 号 語 と 考 え ら れ る.こ の た め,
式(7.11)は符 号 語A2N2に 算 術 誤 りEを 生 じ た 受 信 語
V2=A2N2コ トE
の 法ABに 関 す る 絶 対 最 小 剰 余 で あ っ て,
A、N、=(3(2n・-1)n・+3(2n1'2)n・+_+3・ ・+DN2
と 表 さ れ る こ と に よ り,
W3T(ε)≦ 〔〈2n1-1)/2〕(7.12)
な ら ば,前 節 の 復 号 手 順7.5に よ り を 正 し く復 号 で き る.こ れ に よ り,A2N2を 復
元 で き る.ま た,式(7.10)に よ り,
n2
E=(V(3-1)modAB-A2N2)modAB
に よ りEが 算 出 で き る.以 上 に よ り,
AN==R一 ε,N==(R-E)/A
か ら,Nを 正 し く復 号 す る こ と が で き る.
以 上 に よ り.次 の 定 理 が 成 立 す る.
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[定理7.8]式(7.8)で 与 え ら れ る巡 回ST-AN符 号 の 任 意 の 符 号 語ANは
WST(E)≦ 〔(2n1-1)/2〕
2W5T(E)≦ 〔(2n2-1)/2〕
な るす べ て の 算 術 誤 りEに 対 して,2段 の 多 数 決 論 理 復 号 に よ り正 し く復 号 さ れ る.
(証明 略)
以 上 に基 づ く復 号 手 順 を 以 下 に 示 す.
《復 号 手 順7.6》
1.受 信 語V=AN+Eに対 して,
V(3n2-1)m。dAB=AIN1+Elm。dAB,
(A1=(3n-1)/(3n1-1),E1=E(3n2-1)m。dAB)
か ら,多 数 決 論 理 復 号 に よ りN1を 復 号 す る.
II.N1か ら,AIN1→Eユ →(E1/(3n2-D)modABを 求 め る.そ し て,
(E、/(3n2-1)),。dAB=(A、N、+E),。dAB,
(A、=(3n-1)/(3n2-1))
か ら,多 数 決 論 理 復 号 に よ りN2を 復 号 す る.
皿.N2か ら,A2N2→Eを 求 め る.
IV.V-Eを 生 成 数Aで 除 算 す る.
この よ う な2段 多 数 決 論 理 復 号 が 適 用 で き る そ の 他 の 巡 回ST-AN符 号 の ク
ラ ス を表7.5に 示 す.
7.5.3k段 多 数 決 論 理 復 号
前 節 に 示 し た2段 の 多 数 決 論 理 復 号 を … 般 のk(≧3)段 の 場 合 に 拡 張 す る こ と に
よ っ て 。 さ ら に多 くの 巡 回ST-AN符 号 の ク ラ ス に対 して この 原 理 に 基 づ く復
号 方 法 を 適 用 で き る.
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(n1,n2…nk;正 の 奇 数,k≧3)(7.13)
で 与 え ら れ る 巡 回ST-AN符 号 を 考 え る.
受 信 語V=AN+Eに 対 し て.
V(3nk-1)m。dAB
は,符 号 語 熊N1に 算 術 誤 りE1を 生 じ た 受 信 語V!=AIN1+Eユ の 法ABに 関 す る 絶 対 最




で あ る.さ ら に,こ のV1に 対 し て,
nk-1
Vl(3-1)modAB
は,符 号 語A2N2に算 術 誤 りE2を生 じた 受 信 語V2=A2N2+E2の法ABに 関 す る 絶 対 最




で あ る.以 下,同 様 に し て.V同 ま で 繰 り返 せ ぱ,
A、-1=A、.2(3n2-1),
へ同Nト1=A、.、N、.2m。dAB.E、.1=E、.2(3n2-1)m。dAB
を 得 る.こ こ で,
Vk-i=Ak.1Nk.1+Ek-1
と す れ ば,こ れ は,Ak-1で 生 成 さ れ るEE型 巡 回ST-AN符 号 の 符 号 語Ak.1






な ら ば,1段 多 数 決 論 理 復 号(復 号 手 順7.5)に よ り,Nk-iを 正 し く復 号 す る こ
と が で き る.こ れ に よ り,Ak.1Nk.1さ ら にEk-1が 求 め ら れ る.
E、.2(3n2-1)を
E、,2(3n2-1)=qXAB+,,(,・Ek-1/(3n2-1)・ 。dAB)
と お く と,
E、-2=A霞.2q+E、.1/(3n2-1),(A躍 一2・(3n-1)/(3n2-1)
と 表 す こ と が で き,
E、一、/(3n2-1)m。dへB=(A£-2(-q)m。dAB+E、-2)m・dAB
で あ る.ま た,
Aジ_2(q)=q,×AB十r,
と お く と,(A'.2(-q))modAB=Al-2Nl.2と 表 す こ と が で き る.こ の た め,
V芝.2=A葭 一2N己一2+Ek.2
と す る と,こ れ は,へ 霞一2で 生 成 さ れ るEE型 巡 回ST-AN符 号 の 符 号 語




な ら,多 数 決 論 理 復 号 に よ りN己.2を 正 し く復 号 す る こ と が で き る.こ れ に よ り,
へこ一州 匹2さ ら にEk-2を 得 る.以 下,同 様 に し て,Ek.3,…,E1を 漸 化 的 に 得
る こ と が で き る.そ し て 最 後 に,
E(3n㌧1)=q× へB+,,(r=E1)





と 表 す こ と が で き る.し た が っ て,
2k-2Wsτ(E)≦ 〔(2k-2nln2…nk.1-1)/2〕




か ら,Nを 正 し く復 号 す る こ と が で き る.
以 上 に よ り,次 の 定 理 が 成 立 す る.




な る す べ て の 算 術 誤 りEに対 して,k段 の 多 数 決 論 理 復 号 に よ り正 し く復 号 さ れ る.
(証明 略)
以上 に基 づ く復号手1順を以 下 に示 す.
《復 号 手 順7.7》
1.受 信 語VニAN+Eに対 し て,
Vレ_1面odABニ(Ak_ユNk_1十E,_1)modへB
か ら,N卜1を 復 号 手 順7.5に よ り 復 号 す る.
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11.上 のNk,ユか ら,Ek-1=(Vk-1modAB-Ak-1Nk一 ゆmodABを 求 め,
Vl.2m。dAB=(E、.2/(3n2-1))・・dAB
=(A芝.2N霞.2+E、.2),。dAB,(A葭.2・(3n・1)!(3n2-1))
か ら,N己.2を 復 号 す る.
皿.上 のN己一2か ら,Hと 同 様 に し て,N己 一3…Nlを 順 次 漸 化 的 に 復 号 す る.
IV.Nぞ か ら,Eユ=(VfmodAB-AfNDmodABを 求 め,
V,m。dAB=(E1/(3nL-1)),。dAB
=(A・N・+ε),。dAB,(パ ・(3n-D/(3nk-1))
か ら,N'を 復 号 す る.こ のN'か ら,
E=(V,modAB-A,N,)modAB
を 得 る.
V.V-Eを 生 成 数Aで 除 算 す る.
こ の よ う なk段 多 数 決 論 理 復 号 が 適 用 で き る そ の 他 の 巡 回ST-AN符 号 と し




(nDn2…nk;正 の 奇 数,k≧3)(7.15)
7.6結 言
第3章 か ら6章 まで に述 べ たST-AN符 号 の それ ぞ れ に対 して,誤 り訂 正 の
原理 とそれ らに基 づ く復号 手 順 を示 した.
一 般 のST-AN符 号 の復 号 に関 して は ,誤 りとそ の シ ン ドロー ム対 応 表 に よ
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るもの と,こ の 表 を必 要 と しな いもの を示 した.後 者 は,そ の手 順 が いた って 簡
単 で あ り,表 を記憶 す るため の メモ リを必 要 と しな い.
巡 回ST-AN符 号 に関 して は,ま ず,エ ラー ・トラ ッ ピング に よ る復 号方 法
2つ を示 した.こ れ らは,受 信語 の巡 回 け た移動 を利用 す るもの で あ る.ひ とつ
は,単 純 エ ラー ・トラ ッ ピング復 号 といい,基 本 的 で簡 明 な手1順とな る.あ るt(
≧2)重誤 り訂 正可 能 な巡 回ST-AN符 号 に対 して は,検 査窓 に よ る窓 付 きエ ラ
ー ・トラ ッビング 復号 を開発 した .単 純 エ ラー ・トラ ッ ビングで 訂正 で きな い正
当なt重誤 りも,こ の復号 方法 に よれ ば,訂 正 で きる こと を確 か め た.個 々の巡 回
ST-AN符 号 の復 号方 法 を検 討す る際,窓 を必 要 とす るか否 か,必 要 とす るな
らどの位 置 に窓 を 設 け るか とい う問題 が あ る.こ れ に対 しては,簡 便 で組織 的 な
一方 法 を示 した .こ の方 法 を用 いて,復 号 手 順7.2(検 査 窓1個)で 正 当な 誤 り
の すべ て を訂 正 で き る符 号 と窓 の位置 を例 示 した.
前 節 にお いて は,多 数 決論理 復号 を示 した.そ こで は,1段,2段,さ らに こ
れ を一般 のk段 の場合 に拡 張 し,代 表 的な 符号 に対 してそ れぞ れの 復号手順 を示
し,ま た,こ の よ うな復号 方法 が適 用可 能 な巡 回ST-AN符 号 の ク ラス を示 し
た.
負巡 回ST-AN符 号 の復 号方 法 で は,そ の構 造 か ら,巡 回ST-AN符 号 の

















表7.1 正 当な誤 り(E)とシン ドローム(S(E))の対応表
s(E) E S(E) E
1 1 47 240
2 2 48 一2268
3 3 49 242
4 4 50 243
6 6 51 244
7 972 52 一720
8 8 53 246
9 9 54 54
10 10 55 55
12 12 59 59
14 1944 61 2184
16 一756 62 一324
17 一2106 63 2186
18 18 64 2187
21 2916 65 2188
















































































































































































表7.3検 査窓を必要 とする巡回ST-AN符 号の例
符号 符号語 生成数;A誤り訂正 lE.1>A!2を 窓の位置;
長;n 数;B 能力;t 満たすE.の個数 k
ll 46 3851 3 23 7
12 65 8176 3 23 8
15 143 100342 3 23 10
16 68 633040 4 24 12
16 85 506432 4 24 12
16 544 79130 3 2×23 10
16 680 63304 3 2×23 10
16 697 61760 3 2×23 10
16 965 44608 3 2×23 10
16 1088 39565 3 4×23 10
18 481 805448 4 21×24十23 13
20 440 7924510 4 10×24 15
20 550 6339608 4 10×24 15
20 275 12679216 5 31×25十24 16
22 3082 101820444 27×24 16
22 6164 5091022 4 63×24十2×23 16
24 1435 1968150085 203×25+10×24 19
24 2665 1059773125 232×25+10×24 19
25 8951 94658542 4 35×24 18
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表7.41段 多数決論理復号(復 号手順7.5を 応用 したもの)可 能な
巡回ST-AN符 号































表7.5 2段多数決論理復号(復 号手1順7.6を応用 したもの)
巡回ST-AN符 号
可能な




















































緒 論 で も述 べ た ように3進 独特 の対 称3進 表現(ST表 現)を 用 い る種 々の3
値デ ィジ タル シ ステム が開 発 され,そ れ らの 信頼 性 を向 上 させ るこ とは重 要 な問
題の ひ とつ と考 え られ る.本 論 文 は,こ の よ うな シス テムの 大 きな 特長 の ひ とつ
で あ る算術 演 算 に おけ る誤 り検 出訂 正 符号 を提 案 した.こ の 符号 は,ST-AN
符号 とい い.2進 算術AN符 号 を対 称3進 符号 に拡 張 した もの で あ る.2進 符 号
と同様,こ の 符号 も また.演 算 装 置の み な らずデ ィヅ タル テ ー タ伝送 路 や記 憶 装
置 を含 む デ ィジ タル シ ス 子ム に も有 効 で あ る.
第2章 で は,こ の符 号 に導 入 され るST算術 重 み とST算術 距離 を定 義 し,こ れ ら
の墓本 的 な性質 を明 らかに した.こ の算術 重 み や算術 距 離 は,リ ー距 離 の考 え方
に よ るもの で あ り.こ れ らは3値 デ ィジ タル シス チム にお け る基本 回路 の 主 な構
成方式 のひ とつで あ る3レ ベ ル信 号方 式 に対 しては ハ ミング距離 の 考 え方 に よる
従来 の 算術距 離 よ り合 理 的 であ る.
第3章 で は.ST算術 距離 を導 入 したST-AN符 号 を定 義 し,そ の基 礎理 論 を
述 べ た.最 小 距離 が4以 下 の代 表 的なST-AN符 号 を構 成 す る ため.生 成数A
か らその 符号 語数 を与 え る公式 を導 いた.ま た,最 小 距離 が5以 上 の場 合 は 。電
子計算 機 を用 い て調 査 した.以 上 に よ り,こ れ らの代 表 的 な符 号 を得 た.
第4章 で は,巡 回ST-AN符 号 を定 義 し.そ の 基礎 理 論 を述 べ た.こ れ に基
づい て.第5章 で は.符 号語 数Bで 規 定 され る巡 回ST-AN符 号 の構 成方法 を
示 した.こ の ような符 号 の整 数論 的構 造 に基 づ き,最 小 距離 を具体 的 に算 定 する
方法 を示 し.種 々のBに 対 して規定 され る符号 の 最小 距離 の 算定 公 式 を導 いた.
これ らの 公式 に よ り得 られ る符 号 の最 小距 離 は大 き く,多 重 誤 り訂 正可 能 な符 号
で あ る.な お,最 小 距離 が4以 下 の符 号 の構 成 には,第3章 の公 式 の い くつ か を
利 用 で きる.
第6章 で は.巡 回ST-AN符 号 とその構 造 が 類似 した負 巡 回ST-AN符 号
を定 義 した.こ の符号 の構 成方法,最 小距離 の算 定 に おい て は,全 く並 行 した議
論 の展 開が 可能 であ る.
第7章 で は 、以 上述 へ たST-AN符 号 の誤 り訂 正 の原 理 とそれ に基 づ く復 号
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方法 を提 案 した.一 般 のST-AN符 号 の復 号方 法 と して,シ ン ドロー ム を用 い
る単純計 算 の繰 り返 しに よ る方 法 を示 した.巡 回ST-AN符 号 の復 号方 法 と し
て.エ ラー ・トラ・ソピ ングに よ るもの と多 数決 論 趣 こ基 づ くもの を示 した,後 者
の 誤 り訂正 の原 理 が適 用で きる符 号 は限定 され るが,復 号 に おけ る個 々の操 作 は
簡潔 であ る.負 巡回ST-AN符 号 の復 号方 法 と して は,巡 回ST-AN符 号 の
エ ラー ・トラッ ピング に類似 の もの が適 用 で き る.い ず れの 場合 も,算 術 誤 りの
値 が正負 にかか わ らず統 一的 に 処理 で きるため.こ れ らの復 号手 順 は簡 明 で あ る.
また,個 々の操 作 にお いて も算術 的 な処理 が 多 く含 まれて お り.ST表現 の 算 術演
算 にも つ特長 を生 かす こ とが で き ると考 え られ る.
本 論文 で述 べ たST-AN符 号 は.ラ ンダ ム誤 りの検 出 訂正 に有効 で あ る.伝
送 路 や演 算装 置 に おいて は,雑 音 や装置 の 故 障 な どの障 害 に よ って連 続 す る数 け
たに誤 りが発 生 す る場 合が考 え られ る.こ の ようなバ ー ス ト誤 り[7][45]に対 して
も研究 を進 め る方 針 で あ る.ま た 。ST-AN符 号 を算術 距 離 も含 め て.さ らに
… 般のr進 符 号 へ拡張 して い くこ とを考 えて い る .と くに.rが 奇 数 の対 称 奇r
進算 術AN符 号[46].次い て,rが 偶数 の 場合,4.8,16などの2e進 算 術AN符
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